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❖ ∫ 𝒙𝟐−𝟒𝒙+𝟑
𝒙−𝟏 

 𝒅𝒙 

  الحل                

∫
𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑

𝒙 − 𝟏 
 𝒅𝒙 = ∫

(𝒙 − 𝟏) (𝒙 − 𝟑)
(𝒙 − 𝟏)  𝒅𝒙 

                                      = ∫(𝒙 − 𝟑) 𝒅𝒙 

                                   =  
𝟏
𝟐 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝒄  

 

 

 

❖ ∫ (𝟑𝒙𝟐−𝒙
𝒙 

)  𝒅𝒙 

  الحل                

∫ (
𝟑𝒙𝟐 − 𝒙

𝒙 
)

𝟐

 𝒅𝒙 = ∫ (
𝒙 (𝟑𝒙 − 𝟏)

𝒙 
)

𝟐

 𝒅𝒙 

                                      = ∫(𝟑𝒙 − 𝟏)𝟐 𝒅𝒙 

                                   =  ∫(𝟗𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟏)  𝒅𝒙  

                                   = 𝟑𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝒄 
 

 

 

 

❖ ∫(𝒙 − 𝟐)(𝟐𝒙 + 𝟑) 𝒅𝒙 

  الحل                      

∫(𝒙 − 𝟐)(𝟐𝒙 + 𝟑) 𝒅𝒙 

        = ∫(𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟒𝒙 − 𝟔)  𝒅𝒙 

        = ∫(𝟐𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟔)  𝒅𝒙 

        =
𝟐
𝟑 𝒙𝟐 −

𝟏
𝟐 𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝒄 

 

❖ ∫ 𝒙𝟒−𝟐𝟕𝒙
𝒙𝟐−𝟑𝒙

𝒅𝒙 

  الحل                      

∫
𝒙 (𝒙𝟑 − 𝟐𝟕)
𝒙 (𝒙𝟑 − 𝟐𝟕)  𝒅𝒙 

        = ∫
(𝒙𝟑 − 𝟐𝟕) 

(𝒙𝟑 − 𝟐𝟕)  𝒅𝒙 

        = ∫
(𝒙 − 𝟑) (𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟗)

𝒙 − 𝟑

 

 𝒅𝒙 

        = ∫(𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟗)  𝒅𝒙 

        =
𝟏
𝟑 𝒙𝟑 +

𝟑
𝟐 𝒙𝟐 + 𝟗𝒙 + 𝒄 
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❖ ∫ (𝒙𝟑 − 𝟏
𝒙𝟑)  𝒅𝒙 

  الحل                

∫(𝒙𝟑 − 𝒙−𝟑) 𝒅𝒙   

     =  
𝟏
𝟒

 𝒙𝟒  −  
𝒙−𝟐

−𝟐
+ 𝒄  

     =  
𝟏
𝟒

 𝒙𝟒  +  
𝟏

𝟐𝒙𝟐 + 𝒄 

 

 

 

❖ ∫ 𝒙𝟐−𝟑𝒙

√𝒙𝟑  𝒅𝒙 

  الحل                

∫ (
𝒙𝟐

√𝒙𝟑  
− 

𝟑𝒙
√𝒙𝟑 )

 

 𝒅𝒙  

       = ∫  (𝒙
𝟓
𝟑 − 𝟑𝒙

𝟐
𝟑)  𝒅𝒙  

       =
𝟑
𝟖

𝒙
𝟖
𝟑 − 𝟑 .

𝟑
𝟓

𝒙
𝟓
𝟑 + 𝒄 

       =
𝟑
𝟖

𝒙
𝟖
𝟑 −  

𝟗
𝟓

 𝒙
𝟓
𝟑 + 𝒄 

 

 

 

❖ ∫ (𝒙𝟐− 𝟐
𝒙𝟐 )  𝒅𝒙 

  الحل                      

∫ (
𝒙𝟐

𝒙𝟐 −  
𝟐

𝒙𝟐)  𝒅𝒙 

        = ∫(𝟏 −  𝟐 𝒙−𝟐)  𝒅𝒙 

        = 𝒙 −  
𝟐 𝒙−𝟏

−𝟏
 + 𝒄 

        = 𝒙 +  
𝟐
𝒙

 + 𝒄 
 

❖ ∫ 𝒙−𝟏
√𝒙+𝟏

𝒅𝒙 

  الحل                       

∫
𝒙 − 𝟏

√𝒙 + 𝟏
   .  

√𝒙 − 𝟏
√𝒙 − 𝟏

 𝒅𝒙 

        = ∫
(𝒙 − 𝟏 ) (√𝒙 − 𝟏)

𝒙 − 𝟏
 𝒅𝒙 

        = ∫(√𝒙 − 𝟏)
 
 𝒅𝒙 

        = ∫ (𝒙
𝟏
𝟐 − 𝟏)

 
 𝒅𝒙 

        =
𝟐
𝟑

𝒙
𝟑
𝟐 − 𝒙 + 𝒄 



 

 
 3 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

 

❖ ∫(𝒙 + 𝟐) √𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟏𝟑  𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫
(𝟏

𝒙 + 𝟑)
𝟒

𝒙𝟐  𝒅𝒙 

  الحل                

                  𝒖 =  
𝟏
𝒙

+ 𝟑  

𝒅𝒖 =  − 
𝟏

𝒙𝟐  𝒅𝒙 ⟹  −𝒅𝒖 =  
𝟏

𝒙𝟐  𝒅𝒙 

∫
(𝟏

𝒙  +  𝟑)
𝟒

𝒙𝟐

 

 𝒅𝒙 =  ∫ − 𝒖𝟒 𝒅𝒖 

                                   = − 𝒖𝟓

𝟓
 + 𝒄  

                                    = −
𝟏
𝟓

(
𝟏
𝒙

+ 𝟑)
𝟓

+ 𝒄 

❖ ∫ 𝟓

√𝒙 (√𝒙+𝟐)
𝟑 𝒅𝒙 

  الحل                      

𝒖 =  √𝒙 + 𝟐 

𝒅𝒖 =  
𝟏

𝟐 √𝒙
 𝒅𝒙 

𝟐𝒅𝒖 =  
𝟏

 √𝒙
 𝒅𝒙 

∫
𝟓

√𝒙 (√𝒙 + 𝟐)
𝟑  𝒅𝒙 =  ∫

𝟓
𝒖𝟑  (𝟐𝒅𝒖) 

                                       = ∫
𝟏𝟎 𝒅𝒖

𝒖𝟑  = 𝟏𝟎 ∫ 𝒖−𝟑 𝒅𝒖 

                                       = −𝟓 𝒖−𝟐 + 𝒄 

                                       =
−𝟓

(√𝒙 + 𝟐)
𝟐  + 𝒄 

 

𝒖 = 𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟏
𝒅𝒖 = (𝟐𝒙 + 𝟒)𝒅𝒙
𝟏
𝟐 𝒅𝒖 = (𝒙 + 𝟐)𝒅𝒙

∫  (𝒙 + 𝟐)√𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟏𝟑 𝒅𝒙 = ∫  𝒖
𝟏
𝟑 (

𝟏
𝟐 𝒅𝒖)

                                                 =
𝟏
𝟐 ∫  𝒖

𝟏
𝟑𝒅𝒖

                                                   =
𝟏
𝟐 [

𝟑
𝟒 𝒖

𝟒
𝟑] + 𝑪

∴ ∫  (𝒙 + 𝟐)√𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟏𝟑 𝒅𝒙 =
𝟑
𝟖

(𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟏)
𝟒
𝟑 + 𝑪

 

❖ ∫(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙)(𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒)𝟓𝒅𝒙 

  الحل                      

 𝒖 = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒
𝒅𝒖 = (𝟑𝒙𝟐 − 𝟔𝒙)𝒅𝒙
𝟏
𝟑

𝒅𝒖 = (𝒙𝟐 − 𝟐𝒙)𝒅𝒙

∴  ∫  𝒖𝟓 ⋅
𝟏
𝟑

𝒅𝒆  =  
𝟏
𝟑

∫  𝒖𝟓𝒅𝒖

=
𝟏

𝟑 × 𝟔
𝒖𝟔 + 𝒄 =

𝟏
𝟏𝟖

𝒖𝟔 + 𝒄

=
𝟏

𝟏𝟖
 ∫(𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒)𝟔 + 𝒄
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❖ ∫ 𝟓

𝒙𝟐 (𝟏
𝒙+𝟐)

𝟓  𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫ 𝒙 (𝟑𝒙 + 𝟐)𝟔 𝒅𝒙 

  الحل                

         

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫ 𝒅𝒙

√𝟐−𝟑𝒙𝟑 𝒅𝒙 

  الحل                      

 

  𝒖 =
𝟏
𝒙

+ 𝟐

 𝒅𝒖 = −
𝟏
𝒙𝟐 𝒅𝒙 ⇒ −𝒅𝒖 =

𝟏
𝒙𝟐 𝒅𝒙

  ∫  
𝟏

𝒙𝟐 (𝟏
𝒙 + 𝟐)

𝟓 𝒅𝒙 = − ∫  
(𝟏

𝒙 + 𝟐)
−𝟓

−𝒙𝟐 𝒅𝒙

  = − ∫  𝒖−𝟓𝒅𝒖

  = − [
𝒖−𝟒

−𝟒
+ 𝑪𝟏] =

𝟏
𝟒

[
𝟏

𝒖𝟒 + 𝑪𝟏]

  =
𝟏
𝟒

[
𝟏

(𝟏
𝒙 + 𝟐)

𝟒 + 𝑪𝟏] =
𝟏

𝟒 (𝟏
𝒙 + 𝟐)

𝟒 + 𝑪

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 

❖ ∫ √𝟒𝒙 − 𝟓 𝒅𝒙 

  الحل                      

 ∫ √𝟒𝒙 − 𝟓 𝒅𝒙 =  ∫(𝟒𝒙 − 𝟓)
𝟏
𝟐 𝒅𝒙 

𝒖 = 𝟒𝒙 − 𝟓 

𝒅𝒖 = 𝟒 𝒅𝒙  

𝟏
𝟒  𝒅𝒖 = 𝒅𝒙 

∫ √𝟒𝒙 − 𝟓 𝒅𝒙 =  ∫ 𝒖
𝟏
𝟐  .  

𝟏
𝟒  𝒅𝒖  

=
𝟏
𝟒 ∫ 𝒖

𝟏
𝟐  𝒅𝒖 =  

𝟏
𝟒  .  

𝟐
𝟑 𝒖

𝟑
𝟐 + 𝒄  

=
𝟏
𝟔 √𝒖𝟑 + 𝒄   

=
𝟏
𝟔 √(𝟒𝒙 − 𝟓)𝟑 + 𝒄 

  
   
   
   
   
   
   
 𝒖 = 𝟑𝒙 + 𝟐
 𝒖 − 𝟐 = 𝟑𝑿

 
𝒖 − 𝟐

𝟑
= 𝒙

 𝒅𝒖 = 𝟑𝒅𝒙

 
𝟏
𝟑

𝒅𝒖 = 𝒅𝒙

  ∫  (
𝒖 − 𝟐

𝟑
) 𝒖𝟔 𝟏

𝟑
𝒅𝒖

 
𝟏
𝟗

∫  (𝒖 − 𝟐)𝒖𝟔𝒅𝒖 =
𝟏
𝟗

∫  (𝒖𝟕 − 𝟐𝒖𝟔)𝒅𝒖

 
𝟏
𝟗

[
𝟏
𝟖

𝒖𝟖 −
𝟐
𝟕

𝒖𝟕] + 𝑪

 
𝟏

𝟕𝟐
𝒖𝟖 −

𝟐
𝟔𝟑

𝒖𝟕 + 𝒄

 
𝟏

𝟕𝟐
(𝟑𝒙 + 𝟐)𝟖 −

𝟐
𝟖𝟑

(𝟑𝒙 + 𝟐)𝟕 + 𝒄

 

∫(𝟐 − 𝟑𝒙)−𝟏
𝟑 𝒅𝒖 

𝒖 = 𝟐 − 𝟑𝒙 

𝒅𝒖 =  −𝟑𝒅𝒙 

−
𝟏
𝟑

 𝒅𝒖 = 𝒅𝒙 

∫ 𝒖−𝟏
𝟑   . −

𝟏
𝟑

 𝒅𝒖 

= −
𝟏
𝟑

 ∫ 𝒖−𝟏
𝟑  𝒅𝒖 =  − 

𝟏
𝟑

  .  
𝟑
𝟒

 𝒖
𝟒
𝟑 + 𝒄 

 
 
 

   = −
𝟏
𝟒

√𝒖𝟒𝟑 + 𝒄

   = −
𝟏
𝟒

√(𝟐 − 𝟑𝒙)𝟒 + 𝒄𝟑
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❖ ∫  √(𝟑𝒙 + 𝟕)𝟓  𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

❖ ∫ 𝒙𝟐 √𝒙 − 𝟏 𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫ 𝒙 (𝒙 + 𝟏)𝟓𝒅𝒙 

  الحل                      

𝒖 =  𝒙 + 𝟏 ⟹ 𝒙 = 𝒖 − 𝟏 

𝒅𝒖 =  𝒅𝒙 

∫ 𝒙 (𝒙 + 𝟏)𝟓 𝒅𝒙 =  ∫(𝒖 − 𝟏) 𝒖𝟓 𝒅𝒖 

                                       = ∫(𝒖𝟔 − 𝒖𝟓)  𝒅𝒖 

                                       =
𝒖𝟕

𝟕
−

𝒖𝟔

𝟔
 + 𝒄 

                                       =
(𝒙 + 𝟏)𝟕

𝟕
−

(𝒙 + 𝟏)𝟔

𝟔
+ 𝒄 

 

  ∫  √(𝟑𝒙 + 𝟕)𝟓 𝒅𝒙 = ∫  (𝟑𝒙 + 𝟕)
𝟏
𝟓𝒅𝒙

 𝒖 = 𝟑𝒙 + 𝟕

 𝒅𝒖 =
𝟏
𝟑 𝒅𝒙

 𝟑𝒅𝒖 = 𝒅𝒙

  ∫  √(𝟑𝒙 + 𝟕)𝟓 𝒅𝒙 = ∫  𝒖
𝟏
𝟓 𝟑𝒅𝒖

  = 𝟑 ∫  𝒖
𝟏
𝟓 𝒅𝒖

  = 𝟑 ⋅
𝟓
𝟔 𝒖

𝟔
𝟓 + 𝒄

  =
𝟏𝟓

 
√𝒖𝟔𝟓 + 𝒄 =

𝟏𝟓
𝟔

√(𝟑𝒙 + 𝟕)𝟔𝟓 + 𝒄
   
  
  
   
   
   
   
  

 

❖ ∫ 𝒙𝟑 √𝒙𝟐 − 𝟐 𝒅𝒙 

  الحل                      

 
𝒖 = 𝒙𝟐 − 𝟐 ⟶ 𝒙𝟐 = 𝒖 + بفرض             𝟐   

∴ 𝒅𝒖 = 𝟐𝒙𝒅𝒙 ⟶ 𝒙𝒅𝒙 =  
𝟏
𝟐  𝒅𝒖 

∫ 𝒙𝟑 √𝒙𝟐 − 𝟐 𝒅𝒙 =  ∫ √𝒙𝟐 − 𝟐 . 𝒙𝟐 . (𝒙𝒅𝒙) 

∫ √𝒖 . (𝒖 + 𝟐) .
𝟏
𝟐  𝒅𝒖  

=  
𝟏
𝟐 ∫ 𝒖 

𝟏
𝟐  (𝒖 + 𝟐) 𝒅𝒖 

 =  𝟏
𝟐

 ∫ (𝒖 
𝟑
𝟐 + 𝟐 𝒖 

𝟏
𝟐 )  𝒅𝒖  

=  
𝟏
𝟐 (

𝟐
𝟓 𝒖 

𝟓
𝟐 + 𝟐 × 

𝟐
𝟑 𝒖 

𝟑
𝟐) + 𝒄  

=  𝟏
𝟓

 𝒖 
𝟓
𝟐 + 𝟐

𝟑
 𝒖 

𝟑
𝟐 + 𝒄                                   تعويض  

=  𝟏
𝟓

 (𝒙𝟐 − 𝟐)
𝟓
𝟐 +  𝟐

𝟑
 (𝒙𝟐 − 𝟐)

𝟑
𝟐 + 𝒄      

   
  
  
  
   
   
   
   
   
 𝒖 = 𝒙 − 𝟏 ⟶ 𝒙 = 𝒖 + 𝟏
 𝒅𝒖 = 𝒅𝒙

  ∴ ∫  𝒙𝟐√𝒙 − 𝟏𝒅𝒙 = ∫  (𝒖 + 𝟏)𝟐√𝒖 𝒅𝒖

  = ∫  (𝒖𝟐 + 𝟐𝒖 + 𝟏) ⋅ 𝒖
𝟏
𝟐 𝒅𝒖

  = ∫  (𝒖
𝟓
𝟐 + 𝟐𝒖

𝟑
𝟐 + 𝒖

𝟏
𝟐) 𝒅𝒖

  = (
𝟐
𝟕)

 

𝒖
𝟕
𝟐 + 𝟐 (

𝟐
𝟓) 𝒖

𝟓
𝟐 + (

𝟐
𝟑) 𝒖

𝟑
𝟐 + 𝑪

  =
𝟐
𝟕 (𝒙 − 𝟏)

𝟕
𝟐 +

𝟒
𝟓 (𝒙 − 𝟏)

𝟓
𝟐 +

𝟐
𝟑 (𝒙 − 𝟏)

𝟑
𝟐 + 𝑪
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❖ ∫ 𝒙(𝟐𝒙 − 𝟏)𝟑  𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

❖ ∫ 𝒙
√𝟏+𝟑𝒙

 𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫ (𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟑)𝟐𝟏
−𝟏 (𝒙 + 𝟏) 𝒅𝒙 

  الحل                      

𝒖 =  𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟑 

𝒅𝒖 =  (𝟐𝒙 + 𝟐) 𝒅𝒙 ⟹  
𝟏
𝟐

 𝒅𝒖 =  (𝒙 + 𝟏) 𝒅𝒙 

𝒖 = 𝒙       فإن     𝟒−  =  عندما     𝟏− 

𝒖 = 𝒙       فإن     𝟎  =  عندما     𝟏 

∫ (𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟑)𝟐
𝟏

−𝟏
(𝒙 + 𝟏) 𝒅𝒙 =  

𝟏
𝟐

 ∫ 𝒖𝟐 𝒅𝒖
𝟎

−𝟒
 

                                       = 𝟏
𝟐

 [𝒖𝟑

𝟑
]

−𝟒

𝟎
=  𝟏

𝟐
[𝟎 + 𝟔𝟒

𝟑
]  

                                       =
𝟑𝟐
𝟑

  

 

 𝒖 = 𝟐𝒙 − 𝟏                𝒖 + 𝟏 = 𝟐𝒙

                       
𝒖 + 𝟏

𝟐 = 𝒙

𝒅𝒖 = 𝟐𝒅𝒙   ⟶    
𝟏
𝟐 𝒅𝒆 = 𝒅𝒙  

 

❖ ∫ 𝒙𝟓 √𝒙𝟑 + 𝟏𝟑  𝒅𝒙 

  الحل                      

 ∫  𝒙𝟑𝒙𝟐(𝒙𝟑 + 𝟏)
𝟏
𝟑𝒅𝒙

𝒖 = 𝒙𝟑 + 𝟏 ⇒ 𝒖 − 𝟏 = 𝒙𝟑

𝒅𝒖 = 𝟑𝒙𝟐𝒅𝒙
𝟏
𝟑 𝒅𝒖 = 𝒙𝟐𝒅𝒙

∫  (𝒖 − 𝟏)𝒖
𝟏
𝟑 −

𝟏
𝟑 𝒅𝒖

𝟏
𝟑 ∫  (𝒖

𝟒
𝟑 −  𝒖

𝟏
𝟑 ) 𝒅𝒖

𝟏
𝟑 [

𝟑
𝟕 𝒖

𝟕
𝟑 −

𝟑
𝟒 𝒖

𝟒
𝟑 ] + 𝒄

𝟏
𝟕 𝒖

𝟕
𝟑 −

𝟏
𝟒 𝒖

𝟒
𝟑  + 𝒄

𝟏
𝟕

(𝒙𝟑 + 𝟏)
𝟕
𝟑 −

𝟏
𝟒

(𝒙𝟑 + 𝟏)
𝟒
𝟑 + 𝒄

 
  ∫  (

𝒖 + 𝟏
𝟐 )  𝒖𝟑 𝟏

𝟐 𝒅𝒖

 
𝟏
𝟒 ∫  (𝒖 + 𝟏) ⋅ 𝒖𝟑𝒅𝒖 =

𝟏
𝟒 ∫  (𝒖𝟒 + 𝒖𝟑)𝒅𝒖

 =
𝟏
𝟒 ∫  

𝒖𝟓

𝟓 +
𝒖𝟒

𝟒 ] + 𝒄

  =
𝟏

𝟐𝟎 𝒖𝟓 +
𝟏

𝟏𝟔 𝒖𝟒 + 𝒄

 =
𝟏

𝟐𝟎 (𝟐𝒙 − 𝟏)𝟓 +
𝟏

𝟏𝟔 (𝟐𝒙 − 𝟏)𝟒 + 𝒄
   
  
  
   
   
  
  
  

 

   
  
  
   
  
   

 𝒖 = 𝟏 + 𝟑𝒙                       
𝒖 − 𝟏

𝟑 = 𝒙

 𝒅𝒖 = 𝟑𝒅𝒙                        
𝟏
𝟑  𝒅𝒖 = 𝒅𝒙

  ∫  𝒙(𝟏 + 𝟑𝒙)−𝟏
𝟐𝒅𝒙

  ∫  (
𝒖 − 𝟏

𝟑 ) (𝒖)−𝟏
𝟐 ⋅  

𝟏
𝟑 𝒅𝒖

 
𝟏
𝟗 ∫  (𝒖 − 𝟏)𝒖−𝟏

𝟐𝒅𝒖 =
𝟏
𝟗 ∫  (𝒖

𝟏
𝟐 − 𝒖−𝟏

𝟐) 𝒅𝒙

 
𝟏
𝟗 [

𝟐
𝟑  𝒖 

𝟑
𝟐 −

𝟐
𝟏 𝒖  

𝟏
𝟐] + 𝒄 =

𝟐
𝟐𝟕  𝒖 

𝟑
𝟐 −

𝟐
𝟗  𝒖 

𝟏
𝟐 + 𝒄

 
𝟐

𝟐𝟕 (𝟏 + 𝟑𝒙)
𝟑
𝟐 −

𝟐
𝟗 (𝟏 + 𝟑𝒙)

𝟏
𝟐 + 𝒄
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❖ ∫ 𝒍𝒏𝟔 𝒙
𝒙

𝒆
𝟏  𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫ 𝒙𝟓 √𝟒 − 𝒙𝟐 𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫ 𝒕𝒂𝒏 𝒙 . 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝒙 𝒅𝒙
𝝅
𝟒

𝟎  

  الحل                      

𝒖 =  𝒕𝒂𝒏 𝒙 

𝒅𝒖 =  𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 𝒅𝒙 

𝒖 =  𝒕𝒂𝒏𝟎 = 𝒙       فإن     𝟎 =  عندما    𝟎 

𝒖 = 𝒕𝒂𝒏 𝝅
𝟒

= 𝒙       فإن     𝟏 =  𝝅
𝟒
 عندما    

∫ 𝒕𝒂𝒏 𝒙 . 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝒙 𝒅𝒙
𝝅
𝟒

𝟎  =  ∫ 𝒖𝟏
𝟎  𝒅𝒖  

                                       = [
𝟏
𝟐 𝒖𝟐]

𝟎

𝟏

 

                                       =
𝟏
𝟐 − 𝟎 =  

𝟏
𝟐 

 

 𝒖 = 𝒍𝒏 𝒙                    𝒅𝒖 =
𝟏
𝒙 𝒅𝒙

 𝒙 = 𝟏                           𝒖 = 𝒍𝒏 (𝟏) = 𝟎
 𝒙 = 𝒆                           𝒖 = 𝒍𝒏 (𝒆) = 𝟏

  ∴ ∫  
𝟏

𝟎
 𝒖𝟔𝒅𝒖 = [

𝟏
𝟕 𝒖𝟕]

𝟎

𝟏

  =
𝟏
𝟕 (𝟏)𝟕 −

𝟏
𝟕 (𝟎)𝟕

  =
𝟏
𝟕   

  
  
   
   
   
   
   
   
   

 

 

❖ ∫ 𝐜𝐨𝐬𝟑(𝟐𝒙 − 𝟑) . 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙 − 𝟑) 𝒅𝒙 

  الحل                      

 
𝒖 =  𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙 − 𝟑)  

𝒅𝒖 =  −𝟐 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙 − 𝟑)  𝒅𝒙  

−
𝟏
𝟐  𝒅𝒖 =  𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙 − 𝟑)  𝒅𝒙  

∴  ∫ 𝒄𝒐𝒔𝟑(𝟐𝒙 − 𝟑) . 𝒔𝒊𝒏(𝟐𝒙 − 𝟑) 𝒅𝒙  

=  −
𝟏
𝟐 ∫ 𝒖𝟑  𝒅𝒖   

=  −
𝟏
𝟐  ×  

𝟏
𝟒 𝒖𝟒 + 𝒄    

=  −
𝟏
𝟖 𝐜𝐨𝐬𝟒(𝟐𝒙 − 𝟑) + 𝒄 

 

 

  
  
  
   
   
   
   
 𝒖 = 𝟒 − 𝒙𝟐 ⇒ 𝒙𝟐 = 𝟒 − 𝒖

 𝒅𝒖 = −𝟐𝒙𝒅𝒙 ⇒
−𝟏
𝟐 𝒅𝒖 = 𝒙𝒅𝒙

  ∫  𝒙𝟓√𝟒 − 𝒙𝟐𝒅𝒙 = ∫  √𝟒 − 𝒙𝟐 ⋅ (𝒙𝟐)𝟐(𝒙𝒅𝒙)

  = ∫  √𝒖(𝟒 − 𝒖)𝟐 (
−𝟏
𝟐 𝒅𝒖)

  = ∫  
−𝟏
𝟐 √𝒖(𝟏𝟔 − 𝟖𝒖 + 𝒖𝟐)𝒅𝒖

  = ∫  (−𝟖𝒖
𝟏
𝟐 + 𝟒𝒖

𝟑
𝟐 −

𝟏
𝟐 𝒖

𝟓
𝟐) 𝒅𝒖

  =
−𝟖
𝟑
𝟐

𝒖
𝟑
𝟐 +

𝟒𝒖
𝟓
𝟐

𝟓
𝟐

−
𝟏
𝟐 𝒖

𝟕
𝟐 + 𝑪

  =
−𝟏𝟔

𝟑 𝒖
𝟑
𝟐 +

𝟖
𝟓 𝒖

𝟓
𝟐 −

𝟏
𝟕 𝒖

𝟕
𝟐 + 𝑪

  =
−𝟏𝟔

𝟑
(𝟒 − 𝒙𝟐)

𝟑
𝟐 +

𝟖
𝟓

(𝟒 − 𝒙𝟐)
𝟓
𝟐 −

𝟏
𝟕

(𝟒 − 𝒙𝟐)
𝟕
𝟐 + 𝑪
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❖ ∫ 𝒄𝒔𝒄𝟓 𝒙 𝒄𝒐𝒕𝒙 𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫ 𝒙𝟐 . 𝐬𝐢𝐧(𝒙𝟑 − 𝟏)  𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫(𝟑 + 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙)𝟓  𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙  𝒅𝒙 

  الحل                      

𝒖 =  𝟑 + 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 

𝒅𝒖 =  𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙  𝒅𝒙 

𝟏
𝟐  𝒅𝒖 =  𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙  𝒅𝒙 

 = ∫ 𝒖𝟓  (
𝟏
𝟐  𝒅𝒖) =  

𝟏
𝟐 ∫ 𝒖𝟓  𝒅𝒖 

 =
𝟏
𝟐 .

𝟏
𝟔 𝒖𝟔 + 𝒄 =  

𝟏
𝟏𝟐 𝒖𝟔 + 𝒄 

 =
𝟏

𝟏𝟐 (𝟑 + 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙)𝟔 + 𝒄 

 

 

𝒖 = 𝐜𝐬 𝐜 𝒙  

𝒅𝒖 =  −𝐜𝐬 𝐜 𝒙 𝒄𝒐𝒕𝒙  𝒅𝒙   

− 𝒅𝒖 = 𝐜𝐬 𝐜 𝒙 𝒄𝒐𝒕𝒙  𝒅𝒙  

∫ 𝒄𝒔𝒄𝟓 𝒙 𝒄𝒐𝒕𝒙  𝒅𝒙 =  ∫ 𝒄𝒔𝒄𝟒 𝒙 . 𝒄𝒔𝒄𝒙𝒄𝒐𝒕𝒙 𝒅𝒙 =  

                                     =  − ∫ 𝒖𝟒  . 𝒅𝒖 

                                     =  
−𝒖𝟓

𝟓 + 𝒄   

                                     =  
−𝒄𝒔𝒄𝟓𝒙

𝟓 + 𝒄 

 

❖ ∫ √𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙  𝒅𝒙 

  الحل                      

 ∫(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙)
𝟏
𝟐  𝐜𝐨𝐬 𝒙  𝒅𝒙   

𝒖 = 𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙  

𝒅𝒖 =  𝐜𝐨𝐬 𝒙  𝒅𝒙  

∫ 𝒖
𝟏
𝟐  𝒅𝒖 =  

𝟐
𝟑 𝒖

𝟑
𝟐 + 𝒄  

=  
𝟐
𝟑 √𝒖𝟑 + 𝒄  

=  
𝟐
𝟑 √(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙)𝟑 + 𝒄  

 

𝒖 = 𝒙𝟑 − 𝟏  

𝒅𝒖 =  𝟑𝒙𝟐  𝒅𝒙   

𝟏
𝟑  𝒅𝒖 =  𝒙𝟐  𝒅𝒙  

                            
𝟏
𝟑 ∫ 𝐬𝐢𝐧(𝒖)  𝒅𝒖     

                            =  −
𝟏
𝟑 𝐜𝐨𝐬(𝒖) + 𝒄 

                            =  −
𝟏
𝟑 𝐜𝐨𝐬(𝒙𝟑 − 𝟏) + 𝒄   
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❖ ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟒 𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒙 𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫ 𝒙𝟑 . 𝐜𝐨𝐬(𝒙𝟒 + 𝟓)  𝒅𝒙 

  الحل                

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫ 𝒅𝒙
(𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙) √𝟏+𝒕𝒂𝒏 𝒙

 

  الحل                      

∫(𝟏 + 𝒕𝒂𝒏 𝒙)
−𝟏
𝟐   .  

𝟏
𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙  𝒅𝒙 

= ∫(𝟏 + 𝒕𝒂𝒏 𝒙)
−𝟏
𝟐   .  𝒔𝒆𝒄𝟐 𝒙 𝒅𝒙 

𝒖 = 𝟏 + 𝐭𝐚 𝐧 𝒙 

𝒅𝒖 =  𝒔𝒆𝒄𝟐 𝒙 𝒅𝒙  

                                       = ∫ 𝒖
−𝟏
𝟐  𝒅𝒖  

                                       = 𝟐 𝒖
𝟏
𝟐 + 𝒄 

                                       = 𝟐 (𝟏 + 𝒕𝒂𝒏 𝒙)
𝟏
𝟐 + 𝒄 

                                       = 𝟐 √𝟏 + 𝒕𝒂𝒏 𝒙 + 𝒄 

 

𝒖 = 𝒔𝒆𝒄 𝒙 

𝒅𝒖 = 𝐬𝐞 𝐜 𝒙 𝐭𝐚 𝐧 𝒙 𝒅𝒙  

∫ 𝒔𝒆𝒄𝟑𝒙 𝐬𝐞 𝐜 𝒙 𝐭𝐚 𝐧 𝒙 𝒅𝒙  

∫ 𝒖𝟑  𝒅𝒖 =  
𝟏
𝟒 𝒖𝟒 + 𝒄  

=  
𝟏
𝟒 𝒔𝒆𝒄𝟒 𝒙 + 𝒄  

  

❖ ∫ 𝐬𝐢𝐧𝟓(𝒙 + 𝟏) . 𝐜𝐨𝐬(𝒙 + 𝟏) 𝒅𝒙 

  الحل                      

 𝒖 =  𝐬𝐢𝐧(𝒙 + 𝟏)  

𝒅𝒖 =  𝐜𝐨𝐬(𝒙 + 𝟏)  𝒅𝒙  

∫ 𝒔𝒊𝒏𝟓(𝒙 + 𝟏) . 𝒄𝒐𝒔(𝒙 + 𝟏) 𝒅𝒙  

=  ∫ 𝒖𝟓  𝒅𝒖  

=  
𝒖𝟔

𝟔 + 𝒄  

=  
𝟏
𝟔 (𝐬𝐢𝐧𝟔(𝒙 + 𝟏)) + 𝒄  

 

𝒖 = 𝒙𝟒 + 𝟓 

𝒅𝒖 = 𝟒𝒙𝟑 𝒅𝒙  

𝟏
𝟒  𝒅𝒖 =  𝒙𝟑 𝒅𝒙  

∫ 𝐜𝐨𝐬(𝒖) .
𝟏
𝟒  𝒅𝒖  

𝟏
𝟒 ∫ 𝐜𝐨𝐬(𝒖)  𝒅𝒖 =  

𝟏
𝟒 𝐬𝐢𝐧(𝒖) + 𝒄  

=  
𝟏
𝟒 𝐬𝐢𝐧(𝒙𝟒 + 𝟓) + 𝒄  
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❖ ∫ 𝒅𝒙
(𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙) √𝟏+𝒄𝒐𝒕 𝒙

 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫(𝟐𝒙 − 𝟏) 𝒆𝒙𝟐−𝒙+𝟑 𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫ 𝟐𝒙+𝟑
𝒙𝟐+𝟑𝒙+𝟕

𝒅𝒙 

  الحل                      

𝒖 =  𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟕 

𝒅𝒖 =  (𝟐𝒙 + 𝟑) 𝒅𝒙 

∫
𝒅𝒖
𝒖  𝒅𝒙 =  𝒍 𝒏 |𝒖| + 𝒄 

  ∴ ∫
𝟐𝒙 + 𝟑

𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟕  𝒅𝒙 = |𝒏| 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟕 + 𝒄 

 

 

 

∫(𝟏 + 𝒄𝒐𝒕 𝒙)
−𝟏
𝟐   .  

𝟏
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙  𝒅𝒙 

= ∫(𝟏 + 𝒄𝒐𝒕 𝒙)
−𝟏
𝟐   .  𝒄𝒔𝒄𝟐 𝒙 𝒅𝒙 

𝒖 = 𝟏 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙 

𝒅𝒖 = − 𝒄𝒔𝒄𝟐 𝒙 𝒅𝒙  ⟹  −𝒅𝒖 =  𝒄𝒔𝒄𝟐 𝒙 𝒅𝒙  

                                       = − ∫ 𝒖
−𝟏
𝟐  𝒅𝒖  

                                       = −𝟐 𝒖
𝟏
𝟐 + 𝒄 

                                       = −𝟐 (𝟏 + 𝒄𝒐𝒕 𝒙)
𝟏
𝟐 + 𝒄 

                                       = −𝟐 √𝟏 + 𝒄𝒐𝒕 𝒙  + 𝒄 

 

❖ ∫(𝒙 + 𝟏) 𝒆𝒙𝟐+𝟐𝒙+𝟑 𝒅𝒙 

  الحل                      

 𝒖 =  𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟑  

𝒅𝒖 =  (𝟐𝒙 + 𝟐) 𝒅𝒙  

𝟏
𝟐  𝒅𝒖 =  (𝒙 + 𝟏) 𝒅𝒙  

∫(𝒙 + 𝟏) 𝒆𝒙𝟐+𝟐𝒙+𝟑 𝒅𝒙 =  
𝟏
𝟐 ∫ 𝒆𝒖  𝒅𝒖  

=
𝟏
𝟐 𝒆𝒖 + 𝒄  

=
𝟏
𝟐 𝒆𝒙𝟐+𝟐𝒙+𝟑 + 𝒄   

  

 

𝒖 =  𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟑  

𝒅𝒖 =  (𝟐𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙   

∫(𝟐𝒙 − 𝟏) 𝒆𝒙𝟐−𝒙+𝟑 𝒅𝒙 =  ∫ 𝒆𝒖  𝒅𝒖  

=  𝒆𝒖 + 𝒄   

= 𝒆𝒙𝟐−𝒙+𝟑 + 𝒄   
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❖ ∫ 𝟏
√𝒙

 𝒆√𝒙 𝒅𝒙  

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫ 𝟒 𝒙  𝒆−𝟓𝒙 𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫ 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒅𝒙 

  الحل                      

𝒖 =  𝒙                               𝒅𝝂 =  𝐜𝐨𝐬 𝒙   𝒅𝒙  

𝒅𝒖 =  𝒅𝒙                               𝝂 =  𝐬𝐢𝐧 𝒙  

∫ 𝒖  𝒅𝒗 =  𝒖 𝝂 − ∫ 𝒗  𝒅𝒖 

∫ 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙  𝒅𝒙  = 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 −  ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒙  𝒅𝒙  

                              =  −𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙  + 𝒄  

 

 

 

 

𝒖 = √𝒙 

𝒅𝒖 =
𝟏

𝟐√𝒙
𝒅𝒙   

𝟐 𝒅𝒖 =  
𝟏

√𝒙
 𝒅𝒙  

                                       ∫ 𝒆𝒖 .  𝟐 𝒅𝒖  

                                       = 𝟐 ∫ 𝒆𝒖  𝒅𝒖 = 𝟐𝒆𝒖 + 𝒄 

                                       = 𝟐 𝒆√𝒙 + 𝒄 

 

 

❖ ∫ 𝒙 𝒆𝒙 𝒅𝒙 

  الحل                      

 𝒖 =  𝒙                                  𝒅𝝂 =  𝒆 𝒙  𝒅𝒙  

𝒅𝒖 = 𝒅𝒙                               𝝂 =  𝒆 𝒙  

∫ 𝒖  𝒅𝒗 =  𝒖 𝝂 − ∫ 𝒗  𝒅𝒖 

∫ 𝒙 𝒆 𝒙 𝒅𝒙  =  𝒙 𝒆 𝒙  − ∫(𝒆 𝒙)  𝒅𝒙  

                       =  𝒙 𝒆 𝒙  −  𝒆 𝒙  + 𝒄  

                       =  𝒆 𝒙 (𝒙 + 𝟏) + 𝒄   

  

 

𝒖 =  𝟒𝒙                               𝒅𝝂 =  𝒆−𝟓𝒙  𝒅𝒙  

𝒅𝒖 = 𝟒 𝒅𝒙                               𝝂 =  −𝟏
𝟓

𝒆−𝟓𝒙  

∫ 𝒖  𝒅𝒗 =  𝒖 𝝂 − ∫ 𝒗  𝒅𝒖 

∫ 𝟒𝒙 𝒆 −𝟓𝒙 𝒅𝒙  = −
𝟒
𝟓  𝒙 𝒆 −𝟓𝒙 + ∫

𝟒
𝟓  𝒆 −𝟓𝒙  𝒅𝒙  

                              =  −
𝟒
𝟓  𝒙 𝒆 −𝟓𝒙  −

𝟒
𝟐𝟓 𝒆 −𝟓𝒙  + 𝒄  
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❖ ∫ 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙  𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫(𝒙 + 𝟏) 𝒆𝒙+𝟏 𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫ 𝒙𝟐  𝐜𝐨𝐬 𝒙  𝒅𝒙 

  الحل                      

𝒖 =  𝒙𝟐                               𝒅𝝂 =  𝐜𝐨𝐬 𝒙  𝒅𝒙  

𝒅𝒖 = 𝟐𝒙 𝒅𝒙                          𝝂 =  𝐬𝐢𝐧 𝒙  

∫ 𝒖  𝒅𝒗 =  𝒖 𝝂 − ∫ 𝒗  𝒅𝒖 

∫ 𝒙𝟐  𝒄𝒐𝒔 𝒙  𝒅𝒙  = 𝒙𝟐  𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐 ∫ 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙  𝒅𝒙 … … (𝟏)  

∫نستخدم القاعدة مرة ثانية لإيجاد :             𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙  𝒅𝒙 

𝒖 =  𝒙                               𝒅𝝂 =  𝐬𝐢𝐧 𝒙  𝒅𝒙  

𝒅𝒖 =  𝒅𝒙                          𝝂 =  −𝐜𝐨𝐬 𝒙  

∴ ∫ 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙  𝒅𝒙  = −𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − ∫ − 𝐜𝐨𝐬 𝒙  𝒅𝒙  

                                = −𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 +  𝐬𝐢𝐧 𝒙 +  𝒄𝟏 … … (𝟐)  

 :             ( نحصل على2( ، )1من )

∫ 𝒙𝟐  𝒄𝒐𝒔 𝒙  𝒅𝒙  = 𝒙𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐(−𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 +  𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝒄𝟏)  

                               =  𝒙𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝒄  

 

 

𝒖 =  𝒙                               𝒅𝝂 =  𝒔𝒊𝒏 𝒅𝒙  

𝒅𝒖 =  𝒅𝒙                          𝝂 =  − 𝐜𝐨𝐬 𝒙  

∫ 𝒖  𝒅𝒗 =  𝒖 𝝂 − ∫ 𝒗  𝒅𝒖 

∫ 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙  𝒅𝒙  = −𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − ∫(− 𝐜𝐨𝐬 𝒙)  𝒅𝒙  

                              =  −𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙  + 𝒄  

 

❖ ∫ 𝒙 𝐬𝐢𝐧(𝟓𝒙)  𝒅𝒙 

  الحل                      

 𝒖 =  𝒙                               𝒅𝝂 =  𝒔𝒊𝒏(𝟓𝒙) 𝒅𝒙  

𝒅𝒖 =  𝒅𝒙                          𝝂 =  −𝟏
𝟓

𝐜𝐨𝐬(𝟓𝒙)  

∫ 𝒖  𝒅𝒗 =  𝒖 𝝂 − ∫ 𝒗  𝒅𝒖 

∫ 𝒙 𝒔𝒊𝒏(𝟓𝒙)  𝒅𝒙  =
−𝟏
𝟓

𝒙 𝐜𝐨𝐬(𝟓𝒙) +  
𝟏
𝟓

∫ 𝐜𝐨𝐬(𝟓𝒙)  𝒅𝒙  

                                  =  
−𝟏
𝟓

𝒙 𝐜𝐨𝐬(𝟓𝒙) +
𝟏

𝟐𝟓
𝐬𝐢𝐧(𝟓𝒙)  + 𝒄  

  

 

𝒖 =  𝒙 + 𝟏                              𝒅𝝂 =  𝒆𝒙+𝟏 𝒅𝒙  

𝒅𝒖 =  𝒅𝒙                                   𝝂 =  𝒆𝒙+𝟏  

∫ 𝒖  𝒅𝒗 =  𝒖 𝝂 − ∫ 𝒗  𝒅𝒖 

∫(𝒙 + 𝟏) 𝒆𝒙+𝟏 𝒅𝒙  = (𝒙 + 𝟏) 𝒆𝒙+𝟏 −  ∫ 𝒆𝒙+𝟏  𝒅𝒙  

                                    =  (𝒙 + 𝟏) 𝒆𝒙+𝟏 − 𝒆𝒙+𝟏  + 𝒄 
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❖ ∫ 𝟑𝒙𝒆𝟐𝒙+𝟏 𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 
❖ ∫ 𝒙 𝒍𝒏 𝒙 𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒖 =  𝟑𝒙                               𝒅𝝂 =  𝒆𝟐𝒙+𝟏 𝒅𝒙  

𝒅𝒖 = 𝟑 𝒅𝒙                          𝝂 =  𝟏
𝟐

 𝒆𝟐𝒙+𝟏  

∫ 𝒖  𝒅𝒗 =  𝒖 𝝂 − ∫ 𝒗  𝒅𝒖 

❖ ∫ 𝟑𝒙𝒆𝟐𝒙+𝟏 𝒅𝒙 = 𝟑
𝟐

𝒙 𝒆𝟐𝒙+𝟏 .  𝟑
𝟐 ∫ 𝒆𝟐𝒙+𝟏  𝒅𝒙  

                                 =  
𝟑
𝟐 𝒙 𝒆𝟐𝒙+𝟏 − 

𝟑
𝟒 𝒆𝟐𝒙+𝟏 𝒅𝒙  

 

❖ ∫ 𝒍𝒏 𝒙 𝒅𝒙 

  الحل                      

 𝒖 =  𝒍𝒏 𝒙                               𝒅𝝂 =  𝒅𝒙  

𝒅𝒖 = 𝟏
𝒙

 𝒅𝒙                              𝝂 =  𝒙  

∫ 𝒖  𝒅𝒗 =  𝒖 𝝂 − ∫ 𝒗  𝒅𝒖 

∫ 𝒍𝒏 𝒙 𝒅𝒙  = 𝒙 𝒍𝒏 𝒙 −  ∫ 𝒙  .  
𝟏
𝒙

 𝒅𝒙  

                                  =  𝒙𝐥 𝐧 𝒙 −  ∫ 𝟏  𝒅𝒙  

                                  =  𝒙 𝒍𝒏 𝒙 −  𝒙 + 𝒄 

  

 

𝒖 =  𝒍𝒏 𝒙                              𝒅𝝂 =  𝒙 𝒅𝒙  

𝒅𝒖 = 𝟏
𝒙

 𝒅𝒙                                   𝝂 =  𝒙𝟐

𝟐
  

∫ 𝒖  𝒅𝒗 =  𝒖 𝝂 − ∫ 𝒗  𝒅𝒖 

∫ 𝒙 𝒍𝒏 𝒙 𝒅𝒙  =
𝟏
𝟐

 𝒙𝟐 𝒍𝒏 𝒙 −  ∫
𝒙𝟐

𝟐
 .

𝟏
𝒙

 𝒅𝒙  

                          =
𝟏
𝟐

 𝒙𝟐𝐥 𝐧 𝒙 −  
𝟏
𝟐

∫ 𝒙  𝒅𝒙  

                          =  
𝟏
𝟐

 𝒙𝟐𝐥 𝐧 𝒙 −  
𝟏
𝟒

 𝒙𝟐 + 𝒄  
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❖ ∫ 𝒙𝟐 𝒍𝒏 𝒙𝟐 𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

❖ ∫ 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟑𝒙𝝅
𝟎  𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒖 =  𝒍𝒏 𝒙𝟐                                           𝒅𝝂 =  𝒙𝟐 𝒅𝒙  

𝒅𝒖 = 𝟏
𝒙𝟐  . 𝟐𝒙 𝒅𝒙 = 𝟐

𝒙
𝒅𝒙                     𝝂 =  𝒙𝟑

𝟑
  

∫ 𝒖  𝒅𝒗 =  𝒖 𝝂 − ∫ 𝒗  𝒅𝒖 

∫ 𝒙𝟐 𝒍𝒏 𝒙𝟐 𝒅𝒙  =
𝒙𝟑

𝟑
 𝒍𝒏 𝒙𝟐 −  ∫

𝒙𝟑

𝟑
 .

𝟐
𝒙

 𝒅𝒙  

                             =
𝒙𝟑

𝟑
 𝒍𝒏 𝒙𝟐 −  

𝟐
𝟑

∫ 𝒙𝟐  𝒅𝒙  

                             =  
𝒙𝟑

𝟑
𝐥 𝐧 𝒙𝟐 −  

𝟐
𝟑

 (
𝟏
𝟑

) 𝒙𝟑 + 𝒄  

                             =  
𝒙𝟑

𝟑
𝐥 𝐧 𝒙𝟐 −  

𝟐
𝟗

  𝒙𝟑 + 𝒄   

 

❖ ∫ 𝒙
𝒆𝒙

𝟎
−𝟐  𝒅𝒙 

  الحل                      

 ∫ 𝒙 𝒆−𝒙 𝒅𝒙
𝟎

−𝟐
  

 𝒖 =  𝒙                               𝒅𝝂 = 𝒆−𝒙 𝒅𝒙  

𝒅𝒖 =  𝒅𝒙                              𝝂 =  − 𝒆−𝒙   

∫ 𝒖  𝒅𝒗 =  𝒖 𝝂 − ∫ 𝒗  𝒅𝒖 

∫ 𝒙 𝒆−𝒙 𝒅𝒙
𝟎

−𝟐
 = − [𝒙  𝒆−𝒙]−𝟐

𝟎  −  ∫ − 𝒆−𝒙 𝒅𝒙
𝟎

−𝟐
  

                          =  − [𝒙  𝒆−𝒙]−𝟐
𝟎  −  [ 𝒆−𝒙]−𝟐

𝟎   

                          =  −(𝟎 + 𝟐𝒆𝟐) −  (𝟏 −  𝒆𝟐)  

                          =  −𝟐𝒆𝟐 −  𝟏 +  𝒆𝟐   

                          =  −𝒆𝟐 − 𝟏  

  

 

𝒖 =   𝒙                              𝒅𝝂 =  𝐜𝐨𝐬 𝟑𝒙  𝒅𝒙  

𝒅𝒖 =  𝒅𝝂                            𝝂 =  𝟏
𝟑

 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙   

∫ 𝒖  𝒅𝒗 =  𝒖 𝝂 − ∫ 𝒗  𝒅𝒖 

∫ 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙
𝝅

𝟎
 𝒅𝒙 = [

𝟏
𝟑

 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙]
𝟎

𝝅

−  
𝟏
𝟑

∫  𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙
𝝅

𝟎
𝒅𝒙  

                                 = [
𝟏
𝟑

 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 +  
𝟏
𝟗

 𝐜𝐨𝐬 𝟑𝒙]
𝟎

𝝅

  

      (
𝟏
𝟑

 𝝅 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 +
𝟏
𝟗

 𝐜𝐨𝐬 𝟑𝒙 ) 

=  (
𝟏
𝟑

 (𝟎) 𝐬𝐢𝐧 𝟑(𝟎) +  
𝟏
𝟗

 𝐜𝐨𝐬 𝟑(𝟎) )  = − 
𝟐
𝟗
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❖ 𝒇(𝒙) =  𝟓𝒙−𝟏
𝒙𝟐−𝟐𝒙−𝟏𝟓

                                           ∶ 𝒇   لتكن  الدالة 

 ( الكسور الجزئية  1فأوجد : )

           (2   )∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 

 الحل 

(𝟏) 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏𝟓 = (𝒙 + 𝟑)(𝒙 − 𝟓) 

 
𝟓𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏𝟓 =
𝑨

𝒙 + 𝟑 +
𝑩

𝒙 − 𝟓 

 𝟓𝒙 − 𝟏 = 𝑨(𝒙 − 𝟓) + 𝑩(𝒙 + 𝟑)
 𝟓(𝟓) − 𝟏 = 𝑨(𝟓 − 𝟓) + 𝑩(𝟓 + 𝟑)

 

 ( : 5بـ  )  𝒙 نعوض عن

∴ 𝑩 = 𝟑 

 𝟓𝒙 − 𝟏 = 𝑨(𝒙 − 𝟓) + 𝑩(𝒙 + 𝟑)
 𝟓(−𝟑) − 𝟏 = 𝑨(−𝟑 − 𝟓) + 𝑩(−𝟑 + 𝟑) 

 ( : 3بـ  )  𝒙 نعوض عن

  ∴ 𝑨 = 𝟐 

 
𝟓𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏𝟓 =
𝟐

𝒙 + 𝟑 +
𝟑

𝒙 − 𝟓
 

 

(𝟐) ∫  𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = ∫  
𝟓𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏𝟓 𝒅𝒙

 = ∫  (
𝟐

𝒙 + 𝟑
+

𝟑
𝒙 − 𝟓) 𝒅𝒙

= ∫  
𝟐

𝒙 + 𝟑 𝒅𝒙 + ∫  
𝟑

𝒙 − 𝟓 𝒅𝒙

=𝟐 ∫  
𝟏

𝒙 + 𝟑 𝒅𝒙 + 𝟑 ∫  
𝟏

𝒙 − 𝟓 𝒅𝒙

=𝟐𝐥𝐧 |𝒙 + 𝟑| + 𝟑𝐥𝐧 |𝒙 − 𝟓| + 𝑪

 

 

 

 نحلل المقام
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❖ 𝒇(𝒙) =  𝟐
(𝒙−𝟓) (𝒙−𝟑)                                            ∶ 𝒇   لتكن  الدالة 

 ( الكسور الجزئية  1فأوجد : )

           (2   )∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 

 الحل 

𝟐
(𝒙 − 𝟓)(𝒙 − 𝟑) =

𝑨𝟏

𝒙 − 𝟓
+

𝑨𝟐

𝒙 − 𝟑
 

𝟐 = 𝑨𝟏(𝒙 − 𝟑) + 𝑨𝟐(𝒙 − 𝟓) 

𝟐 = 𝑨𝟏(𝟑 − 𝟑) + 𝑨𝟐(𝟑 − 𝟓) 

 ( : 3بـ  )  𝒙  نعوض عن

∴ 𝑨𝟐 = −𝟏 

𝟐 = 𝑨𝟏(𝟓 − 𝟑) + 𝑨𝟐(𝟓 − 𝟓) 

 ( : 5بـ  )  𝒙  نعوض عن

∴ 𝑨𝟏 = 𝟏 

𝟐
(𝒙 − 𝟓)

(𝒙 − 𝟑) =
𝟏

𝒙 − 𝟓
+

−𝟏
𝒙 − 𝟑

 

∫ 𝒇(𝒙) = ∫
𝟐

(𝒙 − 𝟓)(𝒙 − 𝟑)  𝒅𝒙 

= ∫ (
𝟏

𝒙 − 𝟓
+

−𝟏
𝒙 − 𝟑

) 𝒅𝒙 

= ∫
𝟏

𝒙 − 𝟓
𝒅𝒙 + ∫

−𝟏
𝒙 − 𝟑

𝒅𝒙 

= 𝐥𝐧 |𝒙 − 𝟓| − 𝐥𝐧 |𝒙 − 𝟑| + 𝑪 
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❖ ∫ 𝒙𝟐−𝟐
𝟐𝒙𝟑−𝟓𝒙𝟐−𝟑𝒙

   𝒅𝒙             

 الحل 

𝟐𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 = 𝒙(𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟐) 

                                  = 𝒙(𝟐𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟐) 

∴
𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟏

𝒙(𝟐𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟐) =
𝑨
𝒙

+
𝑩

𝟐𝒙 − 𝟏
+

𝑪
𝒙 + 𝟐

  

𝒙 (𝟐𝒙اضرب طرفي المعادلة في :   − 𝟏) (𝒙 + 𝟐) 

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟏 = 𝑨(𝟐𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟐) + 𝑩𝒙(𝒙 + 𝟐) + 𝐂𝒙(𝟐𝒙 − 𝟏) 

 ( : 0بـ  )  𝒙  عوض عن

𝟎𝟐 + 𝟐(𝟎) − 𝟏 = 𝑨 (𝟎 − 𝟏) (𝟎 + 𝟐)  ⟹ 𝑨 =  
𝟏
𝟐

 

𝟏)بـ     𝒙  عوض عن
𝟐
)  : 

(
𝟏
𝟐

)
𝟐

+ 𝟐 (
𝟏
𝟐

) − 𝟏 =  (
𝟏
𝟐

) 𝑩 ×  (
𝟓
𝟐

)  ⟹ 𝑩 =  
𝟏
𝟓

 

 :  (𝟐−)بـ     𝒙  عوض عن

(−𝟐)𝟐 + 𝟐(−𝟐) − 𝟏 =  (−𝟐)𝑪 ×  (−𝟓)  ⟹ 𝑪 =  
𝟏

𝟏𝟎
 

 و منه : 

 

 
𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟏

𝟐𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙
=

𝟏
𝟐
𝒙

+
𝟏
𝟓

𝟐𝒙 − 𝟏
+

−𝟏
𝟏𝟎

𝒙 + 𝟐

 
∫  

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟏
𝟐𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙

𝒅𝒙 = ∫  (
𝟏
𝟐
𝒙

+
𝟏
𝟓

𝟐𝒙 − 𝟏
−

𝟏
𝟏𝟎

𝒙 + 𝟐
) 𝒅𝒙

  =
𝟏
𝟐

𝐥𝐧 |𝒙| +
𝟏

𝟏𝟎
𝐥𝐧 |𝟐𝒙 − 𝟏| −

𝟏
𝟏𝟎

𝐥𝐧 |𝒙 + 𝟐| + 𝑪
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❖ ∫ 𝒙𝟐−𝟐𝒙+𝟒
𝒙𝟐−𝟐𝒙

   𝒅𝒙             

 الحل 

 

 

= 𝟏 +
𝟒

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙
 

 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 = 𝒙(𝒙 − 𝟐) 

𝟒
𝒙(𝒙 − 𝟐)

=
𝑨𝟏

𝒙
+

𝑨𝟐

𝒙 − 𝟐
   

𝒙 (𝒙:   بضرب طرفي المعادلة في − 𝟐) 

𝟒 = 𝑨𝟏(𝒙 − 𝟐) + 𝑨𝟐𝒙 

 ( :0بـ  )  𝒙  عنبالتعويض 

𝟒 = −𝟐𝑨𝟏 → 𝑨𝟏 = −𝟐 

 :  (𝟐)بـ     𝒙  عنبالتعويض 

𝟒 = 𝟐𝑨𝟐 → 𝑨𝟐 = 𝟐 

𝟒
𝒙(𝒙 − 𝟐) =

−𝟐
𝒙

+
𝟐

𝒙 − 𝟐
 

∫  
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟒

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙
𝒅𝒙 =  ∫  (𝟏 +

−𝟐
𝒙

+
𝟐

𝒙 − 𝟐
) 𝒅𝒙  

                                     = ∫  𝟏𝒅𝒙 + ∫  
−𝟐
𝒙

𝒅𝒙 + ∫  
𝟐

𝒙 − 𝟐
𝒅𝒙 

                                     = 𝒙 − 𝟐𝐥𝐧 |𝒙| + 𝟐𝐥𝐧 |𝒙 − 𝟐| + 𝑪 

 

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 

𝟏 

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟒 
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 

𝟒 
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❖ ∫ 𝟓𝒙−𝟏
𝒙𝟐+𝟐𝒙−𝟑

𝟎
−𝟐    𝒅𝒙             

 الحل 

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟑 = (𝒙 + 𝟑)(𝒙 − 𝟏) 

  
𝟓𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟑
=

𝟓𝒙 − 𝟏
(𝒙 + 𝟑)(𝒙 − 𝟏)

=
𝑨𝟏

𝒙 + 𝟑
+

𝑨𝟐

𝒙 − 𝟏
 

⇒ 𝟓𝒙 − 𝟏 = 𝑨𝟏(𝒙 − 𝟏) + 𝑨𝟐(𝒙 + 𝟑)  

𝒙) :   بالتعويض عن = 𝟏) 

𝟒 = 𝟒𝑨𝟐 ⇒ 𝑨𝟐 = 𝟏  

𝒙) بالتعويض عن :   = −𝟑) 

−𝟏𝟔 = −𝟒𝑨𝟏 ⇒ 𝑨𝟏 = 𝟒 

𝟓𝒙 − 𝟏
𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟑

=
𝟒

𝒙 + 𝟑
+

𝟏
𝒙 − 𝟏

 

∫  
𝟎

−𝟐
 (

𝟓𝒙 − 𝟏
𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟑

) 𝒅𝒙 = ∫  
𝟎

−𝟐
 (

𝟒
𝒙 + 𝟑

+
𝟏

𝒙 − 𝟏
) 𝒅𝒙   

                                           = 𝟒[𝐥𝐧 |𝒙 + 𝟑|]−𝟐
𝟎 + [𝐥 𝐧|𝒙 − 𝟏|]−𝟐

𝟎   

                                           = 𝟒[𝐥 𝐧 𝟑 − 𝐥 𝐧 𝟏] + [𝐥 𝐧 𝟏 − 𝐥 𝐧 𝟑] 

                                           = 𝟑𝐥𝐧 𝟑 
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❖ ∫ (√𝒙 + 𝟏 − 𝟑)−𝟏
𝟐  𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

❖ ∫ |𝒙 − 𝟐|𝟒
𝟏  𝒅𝒙 

  الحل                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 دون حساب قيمة التكامل أثبت أن : 

❖ ∫ (𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟑)𝟐
𝟎  𝒅𝒙 ≤ 𝟎 

  الحل                      

𝒇(𝒙)           :     بفرض  =  𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟑 

, 𝟎]و هي دالة متصة على     𝟐] 

 نضع                     
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟑 = 𝟎

(𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟑) = 𝟎
𝒙 = 𝒙  أو  𝟏− = 𝟑

 

 

 

 

[𝟎, 𝟐] ⊆ [−𝟏, 𝟑]
𝒇(𝒙) ≤ 𝟎    ,   ∀𝒙 ∈ [𝟎, 𝟐]

∴ ∫  
𝟐

𝟎
 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 ≤ 𝟎      ,       ∀𝒙 ∈ [𝟎, 𝟐]

∴ ∫  
𝟐

𝟎
 (𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟑)𝒅𝒙 ≤ 𝟎

 

 

 

∫  
−𝟏

𝟐
 (√𝒙 + 𝟏 − 𝟑)𝒅𝒙 = − ∫  

𝟐

−𝟏
 (√𝒙 + 𝟏 − 𝟑)𝒅𝒙

  = − ∫  
𝟐

−𝟏
 ((𝒙 + 𝟏)

𝟏
𝟐 − 𝟑) 𝒅𝒙

  = − [
𝟐
𝟑

(𝒙 + 𝟏)
𝟑
𝟐 − 𝟑𝒙]

−𝟏

𝟐

  = − [
𝟐
𝟑

(𝟐 + 𝟏)
𝟑
𝟐 − 𝟑(𝟐) −

𝟐
𝟑

(−𝟏 + 𝟏)
𝟑
𝟐 + 𝟑(−𝟏)]

  = − (
𝟐
𝟑

(𝟑√𝟑) − 𝟔 − 𝟑)

  = 𝟗 − 𝟐√𝟑 ≈ 𝟓. 𝟓

 

❖ ∫ |𝟐𝒙 − 𝟒|𝟒
−𝟑  𝒅𝒙 

  الحل                      

 ∫  
𝟒

−𝟑
 |𝟐𝒙 − 𝟒|𝒅𝒙 = ∫  

𝟐

−𝟑
  |𝟐𝒙 − 𝟒|𝒅𝒙 + ∫  

𝟒

𝟐
  |𝟐𝒙 − 𝟒|𝒅𝒙

= ∫  
𝟐

−𝟑
 (−𝟐𝒙 + 𝟒)𝒅𝒙 + ∫  

𝟒

𝟐
 (𝟐𝒙 − 𝟒)𝒅𝒙

= [−𝒙𝟐 + 𝟒𝒙]−𝟑
𝟐 + [𝒙𝟐 − 𝟒𝒙]𝟐

𝟒

= [−(𝟐)𝟐 + 𝟒(𝟐)] − [−(−𝟑)𝟐 + 𝟒(−𝟑)]
+[𝟒𝟐 − 𝟒(𝟒)] − [𝟐𝟐 − 𝟒(𝟐)]

  

≈ 𝟐𝟗 

∫  
𝟒

𝟏
  |𝒙 − 𝟐|𝒅𝒙 = ∫  

𝟐

𝟏
  |𝒙 − 𝟐|𝒅𝒙 + ∫  

𝟒

𝟐
  |𝒙 − 𝟐|𝒅𝒙

  = ∫  
𝟐

𝟏
 (𝟐 − 𝒙)𝒅𝒙 + ∫  

𝟒

𝟐
 (𝒙 − 𝟐)𝒅𝒙

  = [𝟐𝒙 −
𝟏
𝟐

𝒙𝟐]
𝟏

𝟐

+ [
𝟏
𝟐

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙]
𝟐

𝟒

  = [(𝟒 − 𝟐) − (𝟐 −
𝟏
𝟐

)] + [(𝟖 − 𝟖) − (𝟐 − 𝟒)]

  = [𝟐 − 𝟏
𝟏
𝟐

] + [𝟎 − (−𝟐)]

  =
𝟏
𝟐

+ 𝟐 = 𝟐
𝟏
𝟐

 

∞ −∞ −𝟏 𝟑 

+ +  + + +  + − − − 
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𝒇(𝒙)أوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدالة    ❖ =  𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 ∶ 𝒇    و محور السينات    

 الحل

 نات بوضع يمع محور الس  𝒇نوجد الاحداثيات السينية لنقاط تقاطع منحنى الدالة   

𝒇(𝒙) = 𝟎                    𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 = 𝟎                   𝒙 = 𝒙   أو  𝟎 = 𝟑 

 

𝑨 = |∫  
𝟑

𝟎
 𝒇(𝒙)𝒅𝒙| = |∫  

𝟑

𝟎
 (𝒙𝟐 − 𝟑𝒙)𝒅𝒙| = |[

𝒙𝟑

𝟑 −
𝟑
𝟐 𝒙𝟐]

𝟎

𝟑

| 

 

= |[(𝟗 −
𝟐𝟕
𝟐 ) − (𝟎)]| =

𝟗
𝟐   units square  

 

𝒇(𝒙)أوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدالة     ❖ =  𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 ∶ 𝒇      و محور السينات في
, 𝟏−]الفترة  𝟏] 

 الحل

𝒇(𝒙)        بحيث   𝒙وجد قيم نـ = 𝟎         

𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 = 𝟎           𝒙(𝒙𝟐 − 𝟒) = 𝟎
𝒙(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟐) = 𝟎
∴ 𝒙 = 𝟎, 𝟎 ∈ (−𝟏, 𝟏)
𝒙 = 𝟐, 𝟐 ∉ (−𝟏, 𝟏)

𝒙 = −𝟐, −𝟐 ∉ (−𝟏, 𝟏)
 

 

 

 

 

 

 

𝟐 −𝟐 −𝟏 𝟏 𝟎 

 مساحة المنطقة المحددة كما يلي : 

𝑨 = |∫  
𝟎

−𝟏
 𝒇(𝒙)𝒅𝒙| + |∫  

𝟏

𝟎
 𝒇(𝒙)𝒅𝒙| 

𝑨 = |∫  
𝟎

−𝟏
 (𝒙𝟑 − 𝟒𝒙)𝒅𝒙| + |∫  

𝟏

𝟎
 (𝒙𝟑 − 𝟒𝒙)𝒅𝒙| 

𝑨 = |[
𝟏
𝟒 𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟐]

−𝟏

𝟎

| + |[
𝟏
𝟒 𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟐]

𝟎

𝟏

| 

𝑨 = |(𝟎) − (
𝟏
𝟒 (−𝟏)𝟒 − 𝟐(−𝟏)𝟐)| 

      + |(
𝟏
𝟒 (𝟏)𝟒 − 𝟐(𝟏)𝟐) − (𝟎)| 

𝑨 = |𝟕
𝟒
| + |− 𝟕

𝟒
| = 𝟕

𝟐
= 𝟑. 𝟓  units square 
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𝒚𝟏   تينأوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدال ❖ =  𝒙𝟐 + 𝟐   ,   𝒚𝟐 =  −𝟐𝒙 + 𝟓     

 الحل

 لإيجاد الإحداثيات السينية لنقاط التقاطع : 

𝒚𝟏نضع          =  𝒚𝟐    
 

𝒙𝟐 + 𝟐 = −𝟐𝒙 + 𝟓
𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟑 = 𝟎

𝒙 = 𝒙   أو   𝟏 = −𝟑
 

 

 

 

 

 

𝒚𝟏  :  أوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدالة ❖ = 𝟑 − 𝒙𝟐     المستقيم و  𝒚𝟐 = 𝒙  

 الحل

 لإيجاد الإحداثيات السينية لنقطتى التقاطع :

𝒚𝟏نضع          =  𝒚𝟐    
    
 𝟐 − 𝒙𝟐 = −𝒙
 𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐 = 𝟎
  (𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟏) = 𝟎
 𝒙 = 𝒙  أو   𝟐 = −𝟏

 

 

 

 

 

 

 :  هي مساحة المنطقة   ى 

𝑨 = ∫  
𝟐

−𝟏
 (𝒚𝟏 − 𝒚𝟐)𝒅𝒙

  = ∫  
𝟐

−𝟏
 (𝟐 − 𝒙𝟐 − (−𝒙))𝒅𝒙

  = [𝟐𝒙 −
𝒙𝟑

𝟑
+

𝒙𝟐

𝟐
]

−𝟏

𝟐

  = [(𝟐(𝟐) −
(𝟐)𝟑

𝟑
+

(𝟐)𝟐

𝟐
) − (𝟐(−𝟏) −

(−𝟏)𝟑

𝟑
+

(−𝟏)𝟐

𝟐
)]

  =
𝟗
𝟐

(وحدة مربعة ) 

 

 

 

𝑨 = |∫  
𝟏

−𝟑
 (𝒚𝟐 − 𝒚𝟏)𝒅𝒙|

𝑨 = |∫  
𝟏

−𝟑
 [(−𝟐𝒙 + 𝟓) − (𝒙𝟐 + 𝟐)]𝒅𝒙|

  = |∫  
𝟏

−𝟑
 [−𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟑]𝒅𝒙|

  = |[
−𝒙𝟑

𝟑
− 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙]

−𝟑

𝟏

|

 = ||
−(𝟏)𝟑

𝟑
− (𝟏)𝟐 + 𝟑(𝟏)] − [

−(−𝟑)𝟑

𝟑
− (−𝟑)𝟐 + 𝟑(−𝟑)]| 

  = |
𝟑𝟐
𝟑

|

  =
𝟑𝟐
𝟑

(وحدة مربعة ) 

 

 



 

 
 23 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

 

𝒇(𝒙)   ةأوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدال ❖ = 𝟒𝒙 − 𝒙𝟐    و منحنى الدالة 

   𝒈(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝒙و المستقيمين :   𝟓 = 𝟐 , 𝒙 = , 𝒇علما بأن منحنيى الدالتين    𝟎 𝒈   غير
 متقاطعين 

 الحل

 

 المنحنيين غير متقاطعين   ي
 

 

 

 

 

 

حجم المجسم الناتج من دوران المنطقة المستوية دورة كاملة حول محور السينات و المحددة  أوجد  ❖
𝒇(𝒙)بمنحنى الدالة    =  𝟏

𝟐
 𝒙𝟐 ∶ 𝒇      و المستقيم𝒚 = , 𝟐−]في الفترة      𝟐 𝟐] 

 الحل

𝒈(𝒙)         بفرض = 𝒚 = 𝟐     

, 𝟐−]    نأخذ قيمة اختيارية في 𝟐]  

𝒙       و لتكن = 𝟎 

𝒈(𝟎) = 𝟐   ,    𝒇(𝟎) = 𝟎 

 
  ∴ 𝒈(𝒙) ≥ 𝒇(𝒙) ≥ 𝟎    ∀𝒙 ∈ [−𝟐, 𝟐] 

 

 

 :  حجم المجسم الناتج عن الدوران ى 

 𝑽 = 𝝅 ∫  
𝟐

−𝟐
 [(𝒈(𝒙))𝟐 − (𝒇(𝒙))𝟐]𝒅𝒙

  = 𝝅 ∫  
𝟐

−𝟐
 [(𝟐)𝟐 − (

𝟏
𝟐

𝒙𝟐)
𝟐

] 𝒅𝒙

  = 𝝅 ∫  
𝟐

−𝟐
 [𝟒 −

𝟏
𝟒

𝒙𝟒] 𝒅𝒙

  = 𝝅 [𝟒𝒙 −
𝟏

𝟐𝟎
𝒙𝟓]

−𝟐

𝟐

  = 𝝅 [(𝟒(𝟐) −
𝟏

𝟐𝟎
(𝟐)𝟓) − (𝟒(−𝟐) −

𝟏
𝟐𝟎

(−𝟐)𝟓)]

 𝑽 =
𝟔𝟒
𝟓

𝝅 ( وحدة مكعبة)

 

 

 

𝑨 = |∫  
𝟐

𝟎
 (𝒈(𝒙) − 𝒇(𝒙))𝒅𝒙|

=|∫  
𝟐

𝟎
 ((𝟓 + 𝒙𝟐) − (𝟒𝒙 − 𝒙𝟐))𝒅𝒙|

  = |∫  
𝟐

𝟎
 (𝟐𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟓)𝒅𝒙|

  = |[
𝟐
𝟑

𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝟓𝒙]
𝟎

𝟐

|

  = |[
𝟏𝟔
𝟑

− 𝟖 + 𝟏𝟎] − 𝟎|

  =
𝟐𝟐
𝟑

(وحدة مربعة )  

 

 



 

 
 24 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

أوجد حجم المجسم الناتج من دوران المنطقة المستوية دورة كاملة حول محور السينات و المحددة  ❖
𝒇(𝒙) بمنحنيي الدالتين :  =  𝒙𝟐   ,   𝒈 (𝒙) =  √𝒙  

 الحل

𝒇(𝒙) = 𝒈(𝒙) 

𝒙𝟐 =  √𝒙     ∶ (𝒙 > 𝟎) 

𝒙𝟒بتربيع الطرفين :               = 𝒙  

                             𝒙𝟒 − 𝒙 = 𝟎    

                         𝒙(𝒙𝟑 − 𝟏) = 𝟎   

𝒙نحصل على          = 𝟎  ,    𝒙 = 𝟏   

, 𝟎)نأخذ قيمة اختيارية في   𝒙و لتكن    (𝟏 = 𝟏
𝟒

     

𝒇 (
𝟏
𝟒) =

𝟏
𝟏𝟔    , 𝒈 (

𝟏
𝟒) =

𝟏
𝟐 

∴ 𝒈(𝒙) ≥ 𝒇(𝒙) ≥ 𝟎  , ∀ 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏] 

 

 

أوجد حجم المجسم الناتج من دوران المنطقة المستوية دورة كاملة حول محور السينات و المحددة  ❖
𝒇(𝒙)بمنحنى الدالة   = 𝒙𝟐 +  𝟐 ∶ 𝒇     𝟏−]و محور السينات في الفترة , 𝟏] 

 الحل

 حجم المجسم الناتج عن الدوران هو : ى

∴ 𝑽 =  𝝅 ∫(𝒇(𝒙))𝟐
𝟏

−𝟏

 𝒅𝒙 =  𝝅 ∫(𝒙𝟐 + 𝟐)𝟐

𝟏

−𝟏

 𝒅𝒙 =  𝝅 ∫(𝒙𝟒 + 𝟒𝒙𝟐 + 𝟒)𝟐

𝟏

−𝟏

 𝒅𝒙 

 

=  𝝅 [
𝟏
𝟓 𝒙𝟓 +

𝟒
𝟑 𝒙𝟑 + 𝟒𝒙]

−𝟏

𝟏

=  𝝅 [(
𝟏
𝟓 +

𝟒
𝟑 + 𝟒) − (

−𝟏
𝟓 −

𝟒
𝟑 − 𝟒)]

 

 

 

 

=  
𝟏𝟔𝟔
𝟏𝟓  𝝅 𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 𝒄𝒖𝒃𝒆 

 حجم المجسم الناتج :    ى

𝑽 = 𝝅 ∫  
𝟏

𝟎
 [(𝒈(𝒙))𝟐 − (𝒇(𝒙))𝟐]𝒅𝒙

  = 𝝅 ∫  
𝟏

𝟎
 [𝒙 − 𝒙𝟒]𝒅𝒙

  = 𝝅 [
𝒙𝟐

𝟐
−

𝒙𝟓

𝟓
]

𝟎

𝟏

∴ 𝑽 = 𝝅 [(
𝟏
𝟐

−
𝟏
𝟓

) − 𝟎] =
𝟑

𝟏𝟎
𝝅( وحدة مكعبة )

 

 



 

 
 25 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

أوجد حجم المجسم الناتج من دوران المنطقة المستوية دورة كاملة حول محور السينات و المحددة  ❖
𝒚𝟏 بمنحنيي الدالتين :  = 𝒙 + 𝟑   ,   𝒚𝟐 =  𝒙𝟐 + 𝟏  

 الحل

, 𝒚𝟏المنطقة المستوية محددة بمنحنيي الدالتين    𝒚𝟐 

𝒚𝟏نوجد الإحداث السيني لنقاط تقاطع المنحنيين بوضع   =  𝒚𝟐    

 𝒙 + 𝟑 = 𝒙𝟐 + 𝟏
  ∴ 𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐 = 𝟎
  (𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟏) = 𝟎
 𝒙 = 𝟐  , 𝒙 =     و منها                        𝟏−

 

, 𝟏−)  بأخذ قيمة اختيارية في 𝒙و لتكن  (𝟐 =  نجد أن :    𝟎

𝒚𝟏 = 𝟑  ,  𝒚𝟐 = 𝟏                                 

 ∴ 𝒚𝟏 ≥ 𝒚𝟐 ≥ 𝟎        ∀𝒙 ∈ [−𝟏, 𝟐]         

 

 

 
أوجد حجم المجسم الناتج من دوران المنطقة المستوية دورة كاملة حول محور السينات و المحددة  ❖

𝒇(𝒙)بمنحنى الدالة   = √𝒙 − 𝟏 ∶ 𝒇     𝟏]و محور السينات في الفترة , 𝟓] 
 الحل

 حجم المجسم الناتج هو : ى

𝑽 = 𝝅 ∫  
𝟓

𝟏
 (𝒇(𝒙))𝟐𝒅𝒙

  = 𝝅 ∫  
𝟓

𝟏
 (√𝒙 − 𝟏)𝟐𝒅𝒙

  = 𝝅 ∫  
𝟓

𝟏
 (𝒙 − 𝟏)𝒅𝒙

  = 𝝅 [
𝒙𝟐

𝟐 − 𝒙]
𝟏

𝟓

  = 𝝅 [(
𝟐𝟓
𝟐 − 𝟓) − (

𝟏
𝟐 − 𝟏)]

  = 𝟖𝝅 units cube 

 

 حجم المجسم الناتجمن الدوران هو :    ى

𝑽 = 𝝅 ∫  
𝟐

−𝟏
 [(𝒚𝟏)𝟐 − (𝒚𝟐)𝟐]𝒅𝒙

𝑽 = 𝝅 ∫  
𝟐

−𝟏
 [(𝒙 + 𝟑)𝟐 − (𝒙𝟐 + 𝟏)𝟐]𝒅𝒙

𝑽 = 𝝅 ∫  
𝟐

−𝟏
 [(𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟗) − (𝒙𝟒 + 𝟐𝒙 + 𝟏)]𝒅𝒙

𝑽 = 𝝅 ∫  
𝟐

−𝟏
 [−𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟖]𝒅𝒙

𝑽 = 𝝅 [−
𝟏
𝟓

𝒙𝟓 −
𝟏
𝟑

𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝟖𝒙]

𝑽 = 𝝅 [(
𝟐𝟖𝟒
𝟏𝟓

) − (
−𝟔𝟕
𝟏𝟓

)]

 

𝑽 =  
𝟏𝟏𝟕𝝅

𝟓
 𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 𝒄𝒖𝒃𝒆 



 

 
 26 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

أوجد حجم المجسم الناتج من دوران المنطقة المستوية دورة كاملة حول محور السينات و المحددة  ❖

𝒇(𝒙) بمنحنيي الدالتين :  =  𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟏  ,   𝒈 (𝒙) =  𝒙

𝟐
+ 𝟐  

 الحل

𝒇(𝒙)                         نقاط التقاطع = 𝒈(𝒙) 

𝒙𝟐            2بالضرب ×

𝟐
+ 𝟏 = 𝒙

𝟐
+ 𝟐 

𝒙𝟐 + 𝟐 = 𝒙 + 𝟒                               

                   𝒙𝟐 + 𝟐 − 𝒙 − 𝟒 = 𝟎      

                         𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐 = 𝟎   

                    (𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟏) = 𝟎   

                          𝒙 = 𝟐 𝒙 = −𝟏  

(−𝟏, 𝟐) ∋ 𝒙 =            نختار          𝟎

                   𝒇(𝟎) = 𝟎𝟐

𝟐
+ 𝟏 = 𝟏   

                    𝒈(𝟎) = 𝟎
𝟐

+ 𝟐 = 𝟐  

                           𝒈(𝒙) > 𝒇(𝒙) 

                          ∀𝒙 ∈ (−𝟏, 𝟐) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

𝑽 = 𝝅 ∫  
𝒃

𝒂
 (𝒈(𝒙))𝟐 − (𝒇(𝒙))𝟐𝒅𝒙 

𝝅 ∫  
𝟐

−𝟏
 (

𝒙
𝟐

+ 𝟐)
𝟐

− (
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟏)

𝟐

𝒅𝒙 

𝝅 ∫  
𝟐

−𝟏
 (

𝒙𝟐

𝟒
+ 𝟐𝒙 + 𝟒) − (

𝒙𝟒

𝟒
+ 𝒙𝟐 + 𝟏) 𝒅𝒙 

𝝅 ∫  
𝟐

−𝟏
 (−

𝒙𝟒

𝟒
−

𝟑
𝟒

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟑) 𝒅𝒙 

𝝅 [−
𝒙𝟓

𝟐𝟎
−

𝟑𝒙𝟑

𝟒𝒙𝟑 +
𝟐𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟑𝒙]

−𝟏

𝟐

    |
 

 

 

𝝅 ൥[−
(𝟐)𝟓

𝟐𝟎
−

𝟏
𝟒

(𝟐)𝟑 + (𝟐)𝟐 + 𝟑(𝟐)] − [−
(−𝟏)𝟓

𝟐𝟎
−

𝟏
𝟒

(−𝟏)𝟑 + (−𝟏)𝟐 + 𝟑(−𝟏)] 

= 𝟐𝟓.  وحدة مكعبة          𝟒𝟒



 

 
 27 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

𝒇  :  𝒇 (𝒙)أوجد طول القوس من منحنى الدالة  ❖ =   𝟐
𝟑

 𝒙
𝟑
𝟐 + , 𝟑]في الفترة     𝟏 𝟖] 

 الحل

𝒇(𝒙) =
𝟐
𝟑 𝒙

𝟑
𝟐 + 𝟏 

𝒇′(𝒙) =
𝟐
𝟑 ⋅

𝟑
𝟐 𝒙

𝟏
𝟐 = 𝒙

𝟏
𝟐  

(𝒇′(𝒙))𝟐 = (𝒙
𝟏
𝟐)

𝟐
= 𝒙  

                              

 

 

 

 

𝒇(𝒙)أوجد طول القوس من منحنى الدالة   ❖ = 𝟏
𝟑

(𝟑 + 𝟐𝒙)
𝟑
𝟐 ∶ 𝒇     𝟎]في الفترة , 𝟔] 

 الحل

  𝒇(𝒙) = 𝟏
𝟑

(𝟑 + 𝟐𝒙)
𝟑
𝟐    

𝒇′(𝒙) =
𝟏
𝟐 .  

𝟑
𝟐 (𝟑 + 𝟐𝒙)

𝟏
𝟐 ⋅ 𝟐 

𝒇′(𝒙) = (𝟑 + 𝟐𝒙)
𝟏
𝟐  

(𝒇′(𝒙))𝟐 = ((𝟑 + 𝟐𝒙)
𝟏
𝟐)

𝟐
 

= 𝟑 + 𝟐𝒙              

 

 

 

 
 

𝑳 = ∫  
𝒃

𝒂
 √𝟏 + (𝒇′(𝒙))𝟐 𝒅𝒙 

= ∫  
𝟖

𝟑
 √𝟏 + 𝒙𝒅𝒙 = ∫  

𝟖

𝟑
 (𝟏 + 𝒙)

𝟏
𝟐 𝒅𝒙 

 =  [
𝟐
𝟑 (𝟏 + 𝒙)

𝟑
𝟐]

𝟑

𝟖

   

  = [
𝟐
𝟑 (𝟏 + 𝟖)

𝟑
𝟐  −

𝟐
𝟑 (𝟏 + 𝟑)

𝟑
𝟐 ]

  = 𝟏𝟐. 𝟔  units 
 

𝑳 = ∫  
𝒃

𝒂
 √𝟏 + (𝒇′(𝒙))𝟐𝒅𝒙 

𝐋 = ∫  
𝟐

𝟎
 √𝟏 + (𝟑 + 𝟐𝒙)𝒅𝒙 

 =  ∫  
𝟐

𝟎
 √𝟒 + 𝟐𝒙𝒅𝒙   

= ∫  
𝟐

𝟎
 (𝟒 + 𝟐𝒙)

𝟏
𝟐𝒅𝒙 

𝐋 =
𝟏
𝟐 ∫  

𝟐

𝟎
 𝟐(𝟒 + 𝟐𝒙)

𝟏
𝟐𝒅𝒙 =

𝟏
𝟐 ×

𝟐
𝟑 [(𝟒 + 𝟐𝒙)

𝟑
𝟐]

𝟎

𝟐
   

=
𝟏
𝟑 [(𝟒 + 𝟐(𝟐))

𝟑
𝟐 − (𝟒 + 𝟐(𝟎))

𝟑
𝟐] 

𝐋 ≈ 𝟒. 𝟖𝟕 units 



 

 
 28 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

𝒇  :  𝒇 (𝒙)أوجد طول القوس من منحنى الدالة  ❖ =  𝟓 + 𝟐√𝒙𝟑   𝟎]في الفترة , 𝟏
𝟑
] 

 الحل

𝒇(𝒙) = 𝟓 + 𝟐𝒙
𝟑
𝟐 

𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒙
𝟏
𝟐 

(𝒇′(𝒙))𝟐 = 𝟗𝒙 

 

 

 

 

 

 

,𝑷(𝒙الذي ميله عند اي نقطة    𝒇أوجد معادلة منحنى الدالة  ❖ 𝒚)   𝟑يساوى𝒙𝟐 + 𝒙   و يمر
,𝟐)بالنقطة  𝟐) 

  الحل

𝒇′(𝒙)                                                                                            الدالة هوميل منحنى  = 𝟑𝒙𝟐 + 𝒙   

𝒇(𝒙)                                                                            معادلة منحنى الدالة هى = ∫ (𝟑𝒙𝟐 + 𝒙)𝒅𝒙     

,𝟐)نعوض بالنقطة   Cلتعيين الثابت  𝒇(𝟐)أي     (𝟐 = 𝟐                                    𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟏
𝟐

𝒙𝟐 + 𝑪 

        𝟐 = 𝟐𝟑 +
𝟏
𝟐 (𝟐)𝟐 + 𝑪                          ∴ 𝑪 = −𝟖 

𝒇(𝒙)معادلة منحنى الدالة المطلوب هو                                                               = 𝒙𝟑 + 𝟏
𝟐

𝒙𝟐 − 𝟖 

             

 

 

 

𝑳 = ∫  
𝒃

𝒂
 √𝟏 + (𝒇′(𝒙))𝟐

 𝒅𝒙  

𝑳 = ∫  
𝟏
𝟑

𝟎
 √𝟏 + 𝟗𝒙 𝒅𝒙 = ∫  

𝟏
𝟑

𝟎
 (𝟏 + 𝟗𝒙)

𝟏
𝟐 𝒅𝒙  

𝑳 =
𝟏
𝟗

∫  
𝟏
𝟑

𝟎
 𝟗(𝟏 + 𝟗𝒙)

𝟏
𝟐𝒅𝒙 =

𝟏
𝟗

[
𝟐
𝟑

(𝟏 + 𝟗𝒙)
𝟑
𝟐]

𝟎

𝟏
𝟑

   

𝑳 =
𝟏
𝟗

×
𝟐
𝟑

[(𝟒)
𝟑
𝟐 − (𝟏)

𝟑
𝟐] =

𝟏𝟒
𝟐𝟕

 𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

 

 



 

 
 29 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

,𝒙)عند اي نقطة عليه    𝒇إذا كان ميل العمودى لمنحنى الدالة  ❖ 𝒚)   𝟐هو𝒙 + فأوجد معادلة   𝟓
,𝑩(−𝟐المنحنى علما بأنه يمر بالنقطة  𝟑) 

  الحل

𝒇′(𝒙)ميل العمودى    ≠ 𝟏−       حيث       𝟎
𝒇′(𝒙)

= 

∴ 𝒇′(𝒙) =
−𝟏

𝟐𝒙 + 𝟓 = ∫  𝒇′(𝒙)𝒅𝒙 = ∫  
−𝟏

𝟐𝒙 + 𝟓  𝒅𝒙 

,𝑷(−𝟐نعوض بالنقطة   Cلتعيين الثابت  𝟑)                                      𝒇(𝒙) = −𝟏
𝟐

𝒍𝒏 |𝟐𝒙 + 𝟓| + 𝑪 

𝟑 =
−𝟏
𝟐 𝒍 𝒏|𝟏| + 𝑪              𝑪 = 𝟑          

𝒇(𝒙)معادلة منحنى الدالة المطلوب هي :                                   = −𝟏
𝟐

𝒍𝒏 |𝟐𝒙 + 𝟓| + 𝟑       

                               

 

,𝒙) عند أي نقطة عليه 𝒇إذا كان ميل العمودى لمنحنى الدالة  ❖ 𝒚)   𝟓√يساوى − 𝟒𝒙    فأوجد
,𝑨 (−𝟓معادلة المنحنى علما بأنه يمر بالنقطة  𝟑) 

  الحل

−ميل العمودى    𝟏
𝒇′(𝒙)

=    

𝒇′(𝒙) =
−𝟏

√𝟓 − 𝟒𝒙
= −𝟏(𝟓 − 𝟒𝒙)−𝟏

𝟐  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙) = ∫  𝒇′(𝒙)𝒅𝒙 = ∫  − 𝟏(𝟓 − 𝟒𝒙)−𝟏
𝟐 𝒅𝒙 

𝒇(𝒙) =
−𝟏. 𝟐

−𝟒 × 𝟏
(𝟓 − 𝟒𝒙)

𝟏
𝟐  + 𝑪 

𝒇(𝒙) =
𝟏
𝟐

√𝟓 − 𝟒𝒙 + 𝒄                  𝑨(−𝟓 − 𝟑) 

𝟑 =
𝟏
𝟐 √𝟓 − 𝟒(−𝟗) + 𝒄                𝒄 =

𝟏
𝟐

 

𝒇(𝒙) =
𝟏
𝟐

√𝟓 − 𝟒𝒙 +
𝟏
𝟐

 

 



 

 
 30 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

′𝒚 حل المعادلة التفاضلية : ❖ − 𝟐𝒙𝒚 = 𝟎 
  الحل

𝒅𝒚
𝒅𝒙

− 𝟐𝒙𝒚 = 𝟎   ⇒     
𝒅𝒚
𝒅𝒙

= 𝟐𝒙𝒚    ⇒    
𝒅𝒚
𝒚

= 𝟐𝒙𝒅𝒙 

∫  
𝒅𝒚
𝒚

= ∫  𝟐𝒙𝒅𝒙 ⇒    𝒍 𝒏|𝒚| = 𝒙𝟐 + 𝑪   ⇒    |𝒚| = 𝒆𝒙𝟐+𝑪 

𝒚 = ±𝒆𝒙𝟐 ⋅ 𝒆𝑪         ⇒          = ±𝒆𝑪 ⋅ 𝒆𝒙𝟐           (𝒌 = ±𝒆𝑪) 

𝒚 = 𝒌 ⋅ 𝒆𝒙𝟐
       

                               
 

 

′𝟐𝒚 حل المعادلة :  ❖ + 𝒚 = 𝒚ثم اوجد الحل الذي يحقق    𝟏 = 𝒙عند      𝟐 = 𝟏    
  الحل

𝒚′ = −
𝟏
𝟐

𝒚 +
𝟏
𝟐

           𝒂 =  
−𝟏
𝟐

               𝒃 =  
𝟏
𝟐

 

𝒚 = 𝒌𝒆𝒂𝒙 −
𝒃
𝒂

 

𝒚  بالتعويض عن  = 𝟐 ,   𝒙 = −𝟏                             ∴ 𝒚 = 𝑲𝒆
−𝟏
𝟐 𝒙 + 𝟏     

  𝟐 = 𝑲𝒆+𝟏
𝟐 + 𝟏                    𝑲 = 𝒆−𝟏

𝟐    

𝒚 = 𝒆−𝟏
𝟐𝒆−𝟏

𝟐𝒙 + 𝟏 = 𝒆−𝟏
𝟐𝒙−𝟏

𝟐 + 𝟏 

 

 

 



 

 
 31 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

′𝟑𝒚 حل المعادلة التفاضلية : ❖ − 𝟐𝒚 =  ثم أوجد الحل الخاص الذي يحقق   𝟒
𝒚 = 𝒙عندما      𝟑 = 𝟎 

  الحل

𝟑𝒚′ = 𝟐𝒚 + 𝟒                                                                                  

𝒚′ =
𝟐
𝟑 𝒚 +

𝟒
𝟑                                    𝒂 =

𝟐
𝟑  , 𝒃 =

𝟒
𝟑 

𝒚 = 𝑲𝒆𝒂𝒙 −
𝒃
𝒂                                                            

𝒚عندما    = 𝟑    ,𝒙 = 𝟎                                                   𝒚 = 𝑲𝒆
𝟐
𝟑𝒙 − 𝟐    

                                   𝟑 = 𝑲 − 𝟐                                                     𝑲 = 𝟓  

𝒚 = 𝟓𝒆
𝟐
𝟑𝒙 − 𝟐 

 

′𝟐𝒚 حل المعادلة :  ❖ = 𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝒚التى يحقق     𝟐 = 𝒙عندما      𝟒 = 𝟏    
  الحل

 𝒚′ = 𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟐

 𝒚 = ∫  (𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟐)𝒅𝒙

 𝒚 =
𝟏
𝟑

𝒙𝟑 +
𝟏
𝟐

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝒄           𝒙 = 𝟏 , 𝒚 = 𝟒

 𝟒 =
𝟏
𝟑

(𝟏)𝟑 +
𝟏
𝟐

(𝟏)𝟐 + 𝟐(𝟏) + 𝒄                   𝒄 =
𝟕
𝟔

  ∴ 𝒚 =
𝟏
𝟑

𝒙𝟑 +
𝟏
𝟐

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 +
𝟕
𝟔

 

 

′′𝒚 حل المعادلة :  ❖ = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙    
  الحل

 𝒚′ = ∫  (𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙)𝒅𝒙

 𝒚′ = 𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 + 𝑪𝟏

 𝒚 = ∫  (𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 + 𝑪𝟏)𝒅𝒙

 𝒚 =
𝒙𝟒

𝟒 −
𝒙𝟑

𝟑 + 𝑪𝟏𝒙 + 𝑪𝟐

 

 



 

 
 32 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

,𝑨(−𝟏 أوجد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل و يمر بالنقطتين   ❖ 𝟒), 𝑩(𝟏, ثم   (𝟒
 أوجد بؤرته و معادلة دليله

  الحل

,𝑨(−𝟏منحنى القطع المكافئ يمر بالنقطتين        ي  𝟒), 𝑩(𝟏,  و رأسه نقطة الاصل     (𝟒

𝒙𝟐                  معادلة القطع المكافئ هى :           ى  = 𝟒𝑷𝒚       

,𝒙)بالتعويض عن    𝒚)   بإحداثيات النقطةB     : نحصل على 

(𝟏)𝟐 = 𝟒𝑷(𝟒)           𝟏 = 𝟏𝟔𝑷             𝑷 =
𝟏

𝟏𝟔 

𝒙𝟐                  معادلة القطع المكافئ هى :           ى  = 𝟏
𝟒

𝒚                               

,𝑭(𝟎                                                     البؤرة :  𝑷) = 𝑭 (𝟎, 𝟏
𝟏𝟔

) 

𝒚                                           معادلة الدليل :  = −𝑷          𝒚 = − 𝟏
𝟏𝟔

 

 

,𝑨(𝟏أوجد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل و يمر بالنقطة  ❖ 𝒙و خط تماثله  (𝟐 − 𝒂𝒙𝒊𝒔    
  الحل

 رأس القطع المكافئ نقطة الأصل 

𝒙خط تماثله    ي − 𝒂𝒙𝒊𝒔    

𝒚𝟐معادلته على الصورة   ى = 𝟒𝑷𝒙      

 القطع المكافئ يمر بالنقطة   ى

𝑨(𝟏, 𝟐)              
 

 
 

 

 

 

 تحقق المعادلة أي أن :   ى

    2بـــ    𝒚و عن   1بــ  𝒙نعوض في معادلة القطع عن 

(𝟐)𝟐 = 𝟒𝑷(𝟏)   

𝟒 = 𝟒𝑷  ⟹    𝑷 = 𝟏  

𝒚𝟐 = 𝟒𝑷𝒙   

𝒚𝟐 = 𝟒(𝟏) 𝒙   

𝒚𝟐 = 𝟒𝒙  



 

 
 33 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

𝒙 أوجد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل و معادلة دليله ❖ = −𝟑    
  الحل

𝒙معادلة الدليل هى :         ي  = −𝟑      

𝒙) خط التماثل أفقى .  ى  − 𝒂𝒙𝒊𝒔)          

𝒚𝟐معادلة القطع المكافئ هى على الصورة    ى  = 𝟒𝑷𝒙           

𝒙                       معادلة الدليل هى على الصورة        = −𝑷   

𝒙 = −𝟑  ⟹ 𝑷 = 𝟑                                                             

𝒚𝟐المعادلة :                                         = 𝟒𝑷𝒙                      

                                                 𝒚𝟐 = 𝟒(𝟑)𝒙                  

                                                    𝒚𝟐 = 𝟏𝟐𝒙            
 

 أوجد البؤرتين و الرأسين و طول المحور الاكبر للقطع الناقص الذي معادلته : ❖
𝟐𝟓𝒙𝟐 + 𝟏𝟔𝒚𝟐 − 𝟒𝟎𝟎 = 𝟎 

  الحل

∵ 𝟐𝟓𝒙 + 𝟏𝟔𝒚 − 𝟒𝟎𝟎 = 𝟎 ⟹  
𝒙𝟐

𝟏𝟔
+  

𝒚𝟐

𝟐𝟓
= 𝟏 

      محور الصادات  المحور الاكبر ينطبق على

𝒙𝟐المعادلة على الصورة   ى

𝟏𝟔
+ 𝒚𝟐

𝟐𝟓
= 𝟏      

∴  𝒂𝟐 = 𝟐𝟓 ⟹ 𝒂 = 𝟓     

∴ 𝒃𝟐 = 𝟏𝟔 ⟹  𝒃 = 𝟒     

𝒄𝟐 =  𝒂𝟐 −  𝒃𝟐 = 𝟐𝟓 − 𝟏𝟔 = 𝟗   

 ⟹ 𝒄 = 𝟑                          
 

 البؤرتين هما :     

𝑭𝟏 (𝟎, −𝟑) , 𝑭𝟐(𝟎, 𝟑) 

 رأسا القطع الناقص هما :  ى

𝑨𝟏 (𝟎, −𝟓) , 𝑨𝟐(𝟎, 𝟓) 

 طول المحور الأكبر هو :

𝟐𝒂 = 𝟐 × 𝟓 = 𝟏𝟎 



 

 
 34 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

,𝟎)أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه  ❖ و يمر  𝟏𝟎𝒄𝒎و محوره الأصغر أفقى طوله  (𝟎
,𝑨(𝟐بالنقطة  𝟐√𝟔) 

  الحل

  المحور الأصغر أفقى          

 المحور الأكبر رأسي   

𝒙𝟐معادلة القطع  

𝒃𝟐 + 𝒚𝟐

𝒂𝟐 = 𝟏           

𝟐𝒃            طول المحور الاصغر       = 𝟏𝟎   

𝒃 = 𝟓                                                         

                                                     
 

,𝑭𝟏 (𝟎أوجد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه  ❖ 𝟑) , 𝑭𝟐 (𝟎,  4و طول محوره الأصغر   (𝟑
  الحل

𝒙𝟐تقع البؤرتان على محور الصادات فتكون المعادلة على الصورة     

𝒃𝟐 + 𝒚𝟐

𝒂𝟐 = 𝟏       

,𝑭𝟏 (𝟎 البؤرتان  ي −𝟑) , 𝑭𝟐(𝟎, 𝟑)                    ∴ 𝒄 = 𝟑 
 

∴                             4طول محوره الأصغر  ي 𝟐𝒃 = 𝟒 ⟹   𝒃 = 𝟐      
∴  𝒃𝟐 = 𝟒  

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐   

𝟗 = 𝒂𝟐 − 𝟒   

𝒂𝟐 = 𝟏𝟑  

 معادلة القطع الناقص هي : 

              
𝒙𝟐

𝟒
+

𝒚𝟐

𝟏𝟑
= 𝟏           

 

,𝑨(𝟐النقطة    تحقق المعادلة :       (𝟔√𝟐

(𝟐)𝟐

(𝟓)𝟐 +
(𝟐√𝟔)

𝟐

𝒂𝟐 = 𝟏     

𝒂 =
𝟏𝟎√𝟏𝟒

𝟕        

 معادلة القطع :  ى 

𝒙𝟐

𝟐𝟓 +
𝒚𝟐

𝟐𝟎𝟎
𝟕

= 𝟏           

 



 

 
 35 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

,𝟎)أوجد معادلة معادلة قطع ناقص مركزه   ❖ إذا كان محوره الأكبر ينطبق على المحور    (𝟎
 𝟖𝒄𝒎و المسافة بين البؤرتين  𝟏𝟐𝒄𝒎السيني و طوله 

  الحل

      𝟏𝟐𝒄𝒎طول المحور الأكبر هو   ي 

𝟐𝒂 ى = 𝟏𝟐  ⟹ 𝒂 = 𝟔          

  𝟖𝒄𝒎المسافة بين البؤرتين هى    ي 

𝟐𝒄 ى = 𝟖  ⟹ 𝒄 = 𝟒             

𝒃𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒄𝟐                              

     𝒃𝟐 = 𝟔𝟐 − 𝟒𝟐                     

   = 𝟑𝟔 − 𝟏𝟔 = 𝟐𝟎      
 

,𝟎)أوجد معادلة قطع ناقص مركزه  ❖ ,𝑭(𝟒و إحدى بؤرتيه  (𝟎 ,𝑨(𝟔و يمر بالنقطة  (𝟎 ثم أوجد   (𝟎
 الاختلاف المركزي له

  الحل

,𝑭(𝟒البؤرة    ي   تقع على محور السينات    (𝟎

 فتكون معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل هي :  

                    𝒙𝟐

𝒂𝟐 + 𝒚𝟐

𝒃𝟐 = 𝟏       

 𝒄 = 𝟒                           

 𝒂𝟐 =  𝒃𝟐 + 𝒄𝟐                 

𝒂𝟐 =  𝒃𝟐 +  𝟏𝟔                

,𝑨(𝟔القطع الناقص يمر بالنقطة    ي  𝟎)    

𝟑𝟔
𝒂𝟐 +

𝟎
𝒃𝟐 = 𝟏                   

∴  𝒂𝟐 = 𝟑𝟔                            

∵ 𝒃𝟐 =  𝟑𝟔 −  𝟏𝟔 = 𝟐𝟎               

 المعادلة هي :      ى

𝒙𝟐

𝟑𝟔
+ 𝒚𝟐

𝟐𝟎
= 𝟏       

 الاختلاف المركزى :

𝒆 =
𝒄
𝒂

=  
𝟒
𝟔

=  
𝟐
𝟑

 

 

 محوره الأكبر ينطبق على المحور السيني فتكون المعادلة على الصورة      ي

𝒙𝟐

𝒃𝟐 +
𝒚𝟐

𝒂𝟐 = 𝟏 

 بالتعويض نحصل على المعادلة   

𝒙𝟐

𝟑𝟔 +
𝒚𝟐

𝟐𝟎 = 𝟏 

 



 

 
 36 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

,𝑭𝟏 (−𝟐أوجد معادلة القطع الناقص الذي فيه البؤرتان  ❖ 𝟎) , 𝑭𝟐 (𝟐, و نقطتا طرفي    (𝟎
,𝑩𝟏 (𝟎المحور الأصغر   −𝟑) , 𝑩𝟐 (𝟎, 𝟑) 

  الحل

,𝑭𝟏 (−𝟐البؤرتان     ي  𝟎) , 𝑭𝟐 (𝟐, 𝟎)       

∴ 𝒄 = 𝟐                                      

 المحور الاكبر ينطبق على المحور السيني    ى 

,𝑩𝟏 (𝟎    نقطتا طرفي المحور الأصغر  ي  −𝟑) , 𝑩𝟐 (𝟎, 𝟑)   

∴ 𝒃 = 𝟑                                             

𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐                                     

          𝒂𝟐 = 𝟗 + 𝟒 = 𝟏𝟑                  
 

𝒙𝟐إذا كانت :   ❖

𝟏𝟔
+ 𝒚𝟐

𝟑𝟔
=  معادلة قطع ناقص فأوجد :   𝟏

 رأسي القطع و طرفي المحور الأصغر  •
 البؤرتين •
 طول كل من المحورين  •
 معادلتي دليلي القطع •

  الحل

𝒙𝟐معادلة القطع الناقص هى :    ( 1)

𝒂𝟐 + 𝒚𝟐

𝒃𝟐 = 𝟏 
 و منها نجد أن :  

∴  𝒂𝟐 = 𝟑𝟔 ⟹ 𝒂 = 𝟔     

∴ 𝒃𝟐 = 𝟏𝟔 ⟹  𝒃 = 𝟒     

 المحور الأكبر ينطبق على محور الصادات
,𝑨𝟏 (𝟎رأسا القطع هما :    −𝟔) , 𝑨𝟐 (𝟎, 𝟔)   

,𝑩𝟏 (−𝟒طرفا المحور الأصغر هما :    𝟎) , 𝑩𝟐 (𝟒, 𝟎) 

𝒙𝟐معادلة القطع الناقص هى :    ( 2)

𝒂𝟐 + 𝒚𝟐

𝒃𝟐 = 𝟏 

𝒄                 و منه : = √𝟐𝟎 = 𝟐√𝟓 

,𝑭𝟏 (𝟎      البؤرتين هما : −𝟐√𝟓) , 𝑭𝟐 (𝟎, 𝟐√𝟓) 

𝒚معادلة الدليلين :     ( 3) = − 𝒂𝟐

𝒄
 , 𝒚 = 𝒂𝟐

𝒄
 و منه نجد :    

𝒚 =  
𝒂𝟐

𝒄 =  
𝟑𝟔

𝟐√𝟓
=  

𝟏𝟖
√𝟓

=  
𝟏𝟖√𝟓

𝟓  

𝒚 =  −
𝒂𝟐

𝒄 = − 
𝟑𝟔

𝟐√𝟓
= − 

𝟏𝟖
√𝟓

= − 
𝟏𝟖√𝟓

𝟓  

 : 𝟐𝒂طول المحور الاكبر هو   ( 4)

                         𝟐𝒂 = 𝟐 × 𝟔 = 𝟏𝟐     

 : 𝟐𝒃طول المحور الاصغر هو   ( 5)

𝟐𝒃 = 𝟐 × 𝟒 = 𝟖        

 

 معادلة القطع الناقص هي :     

𝒙𝟐

𝒂𝟐 + 𝒚𝟐

𝒃𝟐 = 𝟏           

𝒙𝟐

𝟏𝟑
+

𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏 
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❖ 𝑽𝟏𝑭𝟏 + 𝑽𝟏𝑭𝟐 = , 𝑭𝟏)هو نقطة على القطع الناقص ،    𝑽𝟏، حيث إن    𝟏𝟎 𝑭𝟐)    هما
,𝑭𝟏(𝟑البورتين ، علما أن  𝟎) , 𝑭𝟐(−𝟑, 𝟎) 

  الحل

𝑭𝟏(𝟑, 𝟎)                𝒄 = 𝟑     

 المحور الأكبر ينطبق على السينات :  

𝒙𝟐

𝒂𝟐 + 𝒚𝟐

𝒃𝟐 = 𝟏           

    𝑽𝟏𝑭𝟏 + 𝑽𝟏𝑭𝟐 = 𝟐𝒂 = 𝟏𝟎         

       𝒂 = 𝟓       

 

𝟗𝒙𝟐لتكن  ❖ − 𝟏𝟔𝒚𝟐 =  معادلة قطع زائد فأوجد : 𝟏𝟒𝟒
 رأسي القطع الزائد  •
 البؤرتين •
 معادلتي دليلي القطع •

  الحل

𝟗𝒙𝟐المعادلة       (1 − 𝟏𝟔𝒚𝟐 = 𝟏𝟒𝟒            

          𝒙𝟐

𝟏𝟔
− 𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏      

 القاطع على محور السينات : المحور 

∴  𝒂𝟐 = 𝟏𝟔 ⟹ 𝒂 = 𝟒     

∴ 𝒃𝟐 = 𝟗 ⟹  𝒃 = 𝟑     

𝒄𝟐 =  𝒂𝟐 + 𝒃𝟐           

𝒄𝟐 = 𝟏𝟔 + 𝟗 = 𝟐𝟓   

 ⟹ 𝒄 = 𝟓                          

 

      رأسا القطع الزائد هما :  

𝑨𝟏 (−𝟒, 𝟎) , 𝑨𝟐(𝟒, 𝟎) 

 البؤرتان هما :      (1

𝑭𝟏 (−𝟓, 𝟎) , 𝑭𝟐(𝟓, 𝟎) 

 :  معادلتا دليلي القطع الزائد  (3

𝒚 = ±
𝒂𝟐

𝒄   

𝒚 = ±
𝟏𝟔
𝟓  

𝒄𝟐 =  𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 

𝟑𝟐 =  𝟓𝟐 − 𝒃𝟐      ⟹   𝒃𝟐 = 𝟏𝟔 

𝒙𝟐

𝟐𝟓
+

𝒚𝟐

𝟏𝟔
= 𝟏 
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,𝑭𝟏(𝟎أوجد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه  ❖ −𝟑) , 𝑭𝟐(𝟎,  و رأساه   (𝟑
𝑨𝟏(𝟎, −𝟐) , 𝑨𝟐(𝟎,  ثم اوجد معادلة كل من خطيه المقاربين  (𝟐

  الحل

 البؤرتين على محور الصادات    ي 

 معادلة القطع الزائد هي     ى 

         𝒙𝟐

𝒂𝟐 + 𝒚𝟐

𝒃𝟐 = 𝟏     

,𝑭𝟐(𝟎إحدى البؤرتين هى     ي  𝟑)     

𝒄   ى  = 𝟑 

,𝑨𝟐(𝟎أحد الرأسين    ي  𝟐)     

𝒂   ى  = 𝟐 

𝒄𝟐 =  𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 

𝒃𝟐 =  𝟑𝟐 − 𝟐𝟐 = 𝟓 ⟹ 𝒃 = √𝟓 
 

,𝟎)أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركزه  ❖ ,𝟒−)و أحد رأسيه  (𝟎 ,𝟓)و يمر بالنقطة  (𝟎 −𝟐) 
  الحل

,𝟒−)أحد رأسي القطع الزائد   ي  𝟎) 

      القاطع ينطبق على محور السيناتالمحور  ى 

𝒙    معادلة القطع هي            و 
𝟐

𝒂𝟐 + 𝒚𝟐

𝒃𝟐 = 𝟏       

𝒂من المعطيات :   =  فيكون :   𝟒
𝒙𝟐

𝟏𝟔 +
𝒚𝟐

𝒃𝟐 = 𝟏                                        

,𝟓)يمر القطع الزائد بالنقطة   −𝟐)   

∴            بالتعويض    𝟐𝟓
𝟏𝟔

− 𝟒
𝒃𝟐 = 𝟏 ⟹  𝟐𝟓

𝟏𝟔
− 𝟏 =  𝟒

𝒃𝟐 

           
𝟗

𝟏𝟔 =  
𝟒

𝒃𝟐                          

     𝒃𝟐 =  
𝟔𝟒
𝟗                          

 معادلة القطع الزائد :     

𝒙𝟐

𝟏𝟔 −
𝒚𝟐

𝟔𝟒
𝟗

= 𝟏 

𝒙𝟐

𝟏𝟔 −
𝟗𝒚𝟐

𝟔𝟒 = 𝟏 

 معادلة القطع الزائد هي :      ى

𝒚𝟐

𝟒
−

𝒙𝟐

𝟓
= 𝟏     

 معادلتا الخط المقاربين هما :

𝒚 = ±
𝒂
𝒃  𝒙  ⟹ 𝒚 = ±

𝟐
√𝟓

 𝒙 ⟹ 𝒚 = ±
𝟐√𝟓

𝟓  𝒙 
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,𝟎) أوجد معادلة القطع الزائد الذي مركزه  ❖ ,𝑭(𝟎  و أحد بؤرتيه  (𝟎 و معادلة أحد خطيه  (𝟑𝟒√
𝒚المقاربين هي :   = 𝟑

𝟓
 𝒙 

  الحل

,𝑭(𝟎إحدى البؤرتين     ي  √𝟑𝟒) 

 المحور القاطع ينطبق على محور الصادات و معادلته :      ى 

         𝒚𝟐

𝒂𝟐 − 𝒙𝟐

𝒃𝟐 = 𝟏          

∵  𝒄𝟐 =  𝒂𝟐 +  𝒃𝟐                  

∴ 𝟑𝟒 =  𝒂𝟐 + 𝒃𝟐       (𝟏)    

𝒚       معادلة المقارب : = 𝒂
𝒃

 𝒙    حيث من المعطى 

                             𝒚 = 𝟑
𝟓

 𝒙  

∴ 𝟑
𝟓

= 𝒂
𝒃

                                 

∴ 𝒂 =
𝟑𝒃
𝟓

                                     
 

𝒆)أوجد طول المحور الأاكبر للقطع الناقص الذي اختلافه المركزي  ❖ = √𝟓
𝟑

 4و طول محوره الأصغر   (
 وحدات

  الحل

  ∵  𝒆 =
𝒄
𝒂

  ∴  
𝒄
𝒂 =

√𝟓
𝟑                               𝒄 =

𝒂√𝟓
𝟑

  𝟐𝒃 =  طول المحور الأصغر                           𝟒
 𝒃 = 𝟐
 𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐

 
𝟓𝒂𝟐

𝟗 = 𝒂𝟐 − 𝟒 ⇒ 𝒂𝟐 = 𝟒 +
𝟓𝒂𝟐

𝟗
 𝟗𝒂𝟐 = 𝟑𝟔 + 𝟓𝒂𝟐 ⇒ 𝟒𝒂𝟐 = 𝟑𝟔
 𝒂𝟐 = 𝟗 ⇒ 𝒂 = 𝟑
 𝟐𝒂 = 𝟐(𝟑) =       طول المحور الأكبر                   𝟔

                                    

 :      (𝟏)بالتعويض في المعادلة  

𝟑𝟒 = (
𝟑𝒃
𝟓 )

𝟐

+ 𝒃𝟐  

𝒃 = 𝟓  
 نستخدم :  𝒂لإيجاد قيمة  

𝒂 =
𝟑𝒃
𝟓    

𝒂 =
𝟑 × 𝟓

𝟓 = 𝟑  

 و معادلة القطع الزائد هي : 

𝒚𝟐

𝟗 −
𝒙𝟐

𝟐𝟓 = 𝟏           
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𝒙أوجد الاختلاف المركزي للقطع الذي معادلته :   ❖ − 𝟐𝟓𝒚 = 𝟏      
  الحل

 
𝒙𝟐

𝟏 −
𝒚𝟐

𝟏
𝟐𝟓

= 𝟏

 
𝒙𝟐

𝒂𝟐 −
𝒚𝟐

𝒃𝟐 = 𝟏                            ∶    بالمقارنة  قطع زائد  معادلته 

 

 𝒂𝟐 = 𝟏 → 𝒂 = 𝟏

 𝒃𝟐 =
𝟏

𝟐𝟓 → 𝒃 =
𝟏
𝟓

 𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐

 𝒄𝟐 = 𝟏 +
𝟏

𝟐𝟓 =
𝟐𝟔
𝟐𝟓

 𝒄 = √𝟐𝟔
𝟐𝟓 =

√𝟐𝟔
𝟓

 

 

𝒆)حدد نوع القطع المخروطى ثم اوجد معادلته إذا علمت أن اختلافه المركزي  ❖ = و بؤرته  :  (𝟏
𝑭 (𝟏

𝟐
 , 𝟎) 

  الحل
𝒆 ي = 𝟏 

      القطع المخروطي هو قطع مكافئ  ى 

𝑭البؤرة هي    ي  (𝟏
𝟐

 ,  تنتمي إلى الجزء الموجب من محور السينات     (𝟎

∴ 𝒑 =
𝟏
𝟐                                        

 محور التمثل هو محور السينات  
𝒚𝟐             فإن معادلة القطع هي :   = 𝟒𝒑𝒙 

       𝒚𝟐 = 𝟒 (
𝟏
𝟐) 𝒙                                           

    𝒚𝟐 = 𝟐𝒙                                                    
 

 الاختلاف المركزي :     

𝒆 =
𝒄
𝒂  

𝒆 =
√𝟐𝟔

𝟓
𝟏

=
√𝟐𝟔

𝟓
 



 

 
 41 99421329 أ / عمرو فايز 

 مراجعة الأسئلة المقالية  12ـ  الالصف 

𝒆)حدد نوع القطع في كل مما يلي ثم اوجد معادلته . اختلافه المركزي   ❖ = و معادلة أحد   (𝟑√
𝒙دليليه   = 𝟏

𝟑
 

  الحل

𝒆 = √𝟑  > 𝟏                                   

 القطع الزائد     ى 

𝒙معادلة أحد دليليه                         = 𝟏
𝟑

 

 المحور القاطع ينطبق على محور السينات    

𝒙معادلة الدليل                          ى  = 𝒂𝟐

𝒄
 

𝟏
𝟑 =

𝒂𝟐

𝒄                  𝒄 = 𝟑𝒂𝟐           (𝟏)      

𝒆الاختلاف المركزي                         = 𝒄
𝒂

 

√𝟑 =
𝒄
𝒂              𝒄 = √𝟑 𝒂              (𝟐)     

 
 

𝒆)اختلافه المركزي  ❖ = √𝟕
𝟒

,𝑭(𝟎و إحدى بؤرتيه   ( √𝟕) 

  الحل

∵ 𝒆 = √𝟕
𝟒

 , √𝟕
𝟒

< 𝟏                                  

       القطع هو قطع ناقص ى 
,𝑭(𝟎احدى البؤرتين     ي √𝟕) 
 المحور الاكبر ينطبق على المحور الصادي و مركزه نقطة الأصل   ى 

∵  𝑭(𝟎, −√𝟕)  ⟹ 𝒄 = √𝟕                                  

 ∵ 𝒆 =
𝒄
𝒂                                                                   

∴  
√𝟕
𝟒 =  

√𝟕
𝒂                                                           

∴ 𝒂 = 𝟒                                                                 

 في القطع الناقص يكون :     

𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 

 𝒃𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒄𝟐

 𝒃𝟐 = 𝟒𝟐 − (√𝟕)𝟐 = 𝟏𝟔 − 𝟕 = 𝟗
 

 معادلة القطع الناقص :  

𝒚𝟐

𝒂𝟐 +
𝒙𝟐

𝒃𝟐 = 𝟏 

𝒚𝟐

𝟏𝟔 +
𝒙𝟐

𝟗 = 𝟏 

 :      2و   1من 

 𝟑𝒂𝟐 = √𝟑𝒂
 𝟑𝒂𝟐. √𝟑𝒂 = 𝟎
 𝒂(𝟑𝒂 − √𝟑) = 𝟎

 𝒂 = 𝟎                                           𝒂 =
√𝟑
𝟑  

  ∴ 𝑪 = √𝟑 ⋅
√𝟑
𝟑 = 𝟏

 𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐

 𝟏 = (
√𝟑
𝟐 )

𝟐

+ 𝒃𝟐                        𝒃𝟐 =
𝟐
𝟑

 
𝒙𝟐

𝒂𝟐 −
𝒚𝟐

𝒃𝟐 = 𝟏

 
𝒙𝟐

𝟏/𝟑 −
𝒚𝟐

𝟒/𝟗 = 𝟏

 

 


