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 1                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 

 للنهاياتتمارين متابعة 

 (: 1تعريف ) 

 عدد ثابت   𝒄كمية متغيرة،  𝒙لتكن     

𝒙|باطراد إذا كان بالإمكان جعل الكمية   𝒄تقترب من  𝒙نقول إن     − 𝒄|  أصغر من أي عدد حقيقي موجب 

 تعريف النهاية:      

 دالة حقيقية فإن:   𝒇 عددين حقيقيين، 𝑳   ،𝒄إذا كان      

      𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄

𝒇(𝒙) = 𝑳    The limit of 𝒇(𝒙) as 𝒙 approaches 𝒄 equals 𝑳 

𝒙باطراد،  𝒄من  𝒙تعني أن: عندما تقترب       ≠ 𝒄     فإن𝒇(𝒙)  تقترب باطراد من𝑳. 

 

 اليسار:النهاية من جهة   

 من جهة اليسار 𝒄إلى العدد   𝒙  عندما تؤول 𝑳𝟏تؤول إلى العدد  𝒇(𝒙)إذا كانت     

𝐥𝐢𝐦 نكتب:فإننا     
𝒙→𝒄−

𝒇(𝒙) = 𝑳𝟏     

  اليمين: النهاية من جهة 

 من جهة اليمين  𝒄إلى العدد   𝒙  عندما تؤول 𝑳𝟐تؤول إلى العدد   𝒇(𝒙)إذا كانت   

𝐥𝐢𝐦نكتب: فإننا    
𝒙→𝒄+

𝒇(𝒙) = 𝑳𝟐     

 :1نظرية    

 النهاية من جهة اليسار تساويكانت النهاية من جهة اليمين  إذا وفقط إذا 𝒄من   𝒙نهاية عندما تقترب  𝒇يكون للدالة     

𝐥𝐢𝐦ويعبر عن ذلك:      
𝒙→𝒄

𝒇(𝒙) = 𝐋 ⇔  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄−

𝒇(𝒙) = 𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄+

𝒇(𝒙) 

 

 

  

 

 

𝑳𝟏 ≠ 𝑳𝟐 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄−

𝒇(𝒙) ≠ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄+

𝒇(𝒙) 

𝒙إن حقيقة وجود نهاية عندما     :1ملاحظة → 𝒄  لا تعتمد على كون الدالة معرفة او غير معرفة عند𝒄 
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 2                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

  :1تمرين 

:𝒇الشكل المجاور يمثل بيان الدالة:  [−𝟐. 𝟔] → 𝑹  يلي:اوجد ما 

                                                          𝟏) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) =                               𝟐) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

𝒇(𝒙) =         

                                                      𝟑) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) =                                𝟒) 𝒇(𝟎) =  

                                                      𝟓) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐+

𝒇(𝒙) =                               𝟔) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐−

𝒇(𝒙) =          

                                                      𝟕) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) =                                𝟖) 𝒇(𝟐) =  

  𝟗) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−𝟐+

𝒇(𝒙) =                    𝟏𝟎) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟔−

𝒇(𝒙) =                           𝟏𝟏) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟒

𝒇(𝒙) =  

 -------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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 3                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

𝐥𝐢𝐦               فإن:  عددا حقيقياً  𝒄عدداً ثابتاً،  𝒌إذا كان  :2نظرية    
𝒙→𝒄

𝒌 = 𝒌 

𝒇(𝒙)إذا كانت:   :3نظرية     = 𝒙  حيث،𝒄  ًفإن:عددا حقيقيا      𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄

𝒇(𝒙) =  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄

𝒙 = 𝒄 

  :()قواعد حساب النهايات :4نظرية    

𝐥𝐢𝐦أعداد حقيقية،   k, c, M, Lإذا كان      
𝒙→𝒄

𝒇(𝒙) = 𝑳 , 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄

𝒈(𝒙) = 𝑴   : فإن 

a) ( الفرققاعدة الجمع  : ) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄
(𝒇(𝒙) ± 𝒈(𝒙)) = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒄
𝒇(𝒙) ± 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒄
𝒈(𝒙) = 𝑳 ±𝑴 

b) :قاعدة الضرب 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄
(𝒇(𝒙) ⦁ 𝒈(𝒙)) = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒄
𝒇(𝒙) ⦁ 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒄
𝒈(𝒙) = 𝑳 ⦁ 𝑴 

c)  :قاعدة الضرب في ثابت 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄
(𝒌𝒇(𝒙)) =𝒌 ⦁ 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒄
𝒇(𝒙)  = 𝒌 ⦁ 𝑳 

d)  :قاعدة ناتج القسمة  
 

 ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄

(
𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
) = 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄
𝒇(𝒙)

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄
𝒈(𝒙)

 =
𝑳

𝑴
 .𝑴 ≠ 𝟎 
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 4                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : )قواعد حساب النهايات( :5نظرية  

a)    إذا كانت𝒇(𝒙) = 𝒂𝒏𝒙 
𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝒙 

𝒏−𝟏 +⋯+ 𝒂𝟎  دالة كثيرة الحدود، حيث𝒄  :عددا حقيقياً فإن 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄

𝒇(𝒙) =  𝒇(𝒄) = 𝒂𝒏𝒄 
𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝒄 

𝒏−𝟏 +⋯+ 𝒂𝟎 

b)    إذا كانت𝒇(𝒙) .  𝒈(𝒙)   ،كثيرتي حدود𝒄  :عدداً حقيقياً فإن 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄

𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
 = 
𝒇(𝒄)

𝒈(𝒄)
         .  𝒈(𝒄) ≠ 𝟎 

 ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 : 18صفحة  (3مثال )

 أوجد:      

      𝒂) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

(𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟑 + 𝟓)   

      𝒃) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

 
𝒙𝟐+𝟐𝒙+𝟒

𝒙+𝟐
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 5                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :18صفحة  ( 3)تحل  حاول أن

 أوجد:      

      𝒂) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏
(𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏𝟕)   

      𝒃) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

 
𝒙𝟐+𝟓𝒙+𝟔

𝒙+𝟐
    

      𝒄) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑
(𝒙𝟐(𝟐 − 𝒙))   
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 6                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :19صفحة  ( 4)تحل  حاول أن

 لتكن الدالة:

      𝒇(𝒙) = {𝒙
𝟐 − 𝟑 ∶ 𝒙 < 𝟐
𝒙 − 𝟏 ∶ 𝒙 > 𝟐

 

𝐥𝐢𝐦:    أوجد )إن أمكن(   
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙)       
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 :19صفحة  ( 5)تحل  حاول أن

 لتكن الدالة:

      𝒈(𝒙) = {
𝒙𝟑 + 𝒙 ∶ 𝒙 > 𝟏
𝒙

𝒙𝟐+𝟏
 ∶ 𝒙 ≤ 𝟏

 

𝐥𝐢𝐦:    أوجد )إن أمكن(   
𝒙→𝟏

𝒈(𝒙)       
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 7                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

𝐥𝐢𝐦عدداً صحيحاً موجباً وكانت  𝒏إذا كان   :(قاعدة القوة)  :6نظرية
𝒙→𝒄

𝒇(𝒙) 𝒄 موجودة فإن  : 

         𝒂)  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄
[𝒇(𝒙)]𝒏 = [𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒄
𝒇(𝒙)]

𝒏
 

          𝒃)  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄

√𝒙
𝒏
= √𝒄

𝒏
                                    𝑐 >  في حالة  𝑛 عددا   زوجيا   يشترط  أن يكون  0

          𝒄)  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄

√𝒇(𝒙)
𝒏

= √𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄
 𝒇(𝒙)𝒏                𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒄
 𝒇(𝒙) >  في حالة  𝑛 عددا   زوجيا   يشترط  أن يكون  0

 ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 :22صفحة  ( 7حاول أن تحل )

      𝒂) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟓
(√𝒙𝟐 − 𝟓  )                  𝒃) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟒
( 𝒙 +  √𝒙  )

𝟒
                  𝒄) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→−𝟏

 √𝒙𝟑−𝟒𝒙+𝟓
𝟑

𝒙−𝟐
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 8                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :32صفحة  ( 8حاول أن تحل )

      𝒂) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟐

𝒙𝟐+𝟑𝒙+𝟐

𝒙𝟐−𝟒
                                        𝒃) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→−𝟕

( 𝒙+𝟒 )𝟐−𝟗

𝒙𝟐+𝟕𝒙
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 9                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 23صفحة  (8حاول أن تحل )تابع 

𝒄) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟓

 |𝒙 + 𝟐| − 𝟕

𝒙𝟐 − 𝟐𝟓
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 10                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 42صفحة  (9)  مثال

      𝒂) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

√𝟐𝒙 − 𝟑  − 𝟏

𝒙−𝟐
                                             𝒃) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏

𝒙 − 𝟏

√𝒙
𝟑
 −𝟏
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 11                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :62صفحة   ( 10حاول أن تحل )

 أوجد:

      𝒂) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

(
𝒙𝟑−𝟐𝒙𝟐−𝟒𝒙+𝟑

𝒙−𝟑
)   

      𝒃) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐
( 
− 𝒙𝟓+ 𝒙𝟑+𝒙+𝟐𝟐

𝒙−𝟐
)    

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 
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 12                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 ±∞نهايات تشتمل على تمارين متابعة لل

 (: 1تعريف )    

𝐥𝐢𝐦فإن:   (∞.𝒂)دالة معرفة في الفترة  𝒇 لتكن
𝒙→∞

𝒇(𝒙) = 𝑳 

 . ∞تؤول إلى   𝒙عندما  𝑳تقترب باطراد من  𝒇(𝒙)يعني أن قيم  

  (:2تعريف )    

𝐥𝐢𝐦فإن:   (𝒃.∞−)دالة معرفة في الفترة   𝒇لتكن 
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = 𝑳 

 . ∞−تؤول إلى   𝒙عندما  𝑳تقترب باطراد من  𝒇(𝒙)يعني أن قيم  

 ------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 : 7نظرية  

𝒇: 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙
    
                      
⇒        𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞

𝟏

𝒙
= 𝟎 .   𝐥𝐢𝐦

𝒙→−∞

𝟏

𝒙
= 𝟎  

  ----------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 :8نظرية 

𝒇: 𝒇(𝒙) =
𝒌

𝒙𝒏
  .  𝒏 ∈ 𝒁+ .  𝒌 ∈ 𝑹  

                      
⇒        𝐥𝐢𝐦

𝒙→±∞

𝒌

𝒙
= 𝟎   

 ------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ملاحظات:         

 

𝐥𝐢𝐦( صحيحة عند ايجاد 6)نظرية وقاعدة القوة (  4)نظرية  قواعد حساب النهاياتتبقى  1)
𝒙→±∞

𝒇(𝒙) 

𝐥𝐢𝐦 أيضاً صحيحة أي أن :   2تبقى نظرية  ( 2
𝒙→±∞

𝒌 = 𝒌 
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 13                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 29صفحة  (1)  مثال

 أوجد:

      𝒂) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

(
𝟏

𝒙 +𝟒
)                                          𝒃) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→−∞
( 
𝒙+𝟓

𝒙𝟐+ 𝟐𝟓
)                    

............................................................................................................................. ................................. 
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 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 
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 14                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 29صفحة  (1) مثال تابع  

𝒄) 𝒍𝒊𝒎                                                أوجد:
𝒙→∞

(
𝟔𝒙𝟑

𝟓−𝟕𝒙𝟑 
)   

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

 :33صفحة  ( 2)حاول أن تحل 

𝒍𝒊𝒎                                          أوجد:
𝒙→−𝟏

(
𝟑

|𝒙 +𝟏|
)   

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 
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........ ............................................................................................................................. ......................... 
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 15                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :13صفحة  ( *)كراسة التمارين 

 أوجد:

      𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

(
𝟏

𝒙−𝟐
)                                                   𝟐) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→∞
( 
𝒙𝟐+𝟏

𝒙𝟑
)             

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 
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 16                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :13صفحة  ( *)كراسة التمارين 

 أوجد:

      𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

(
𝒙− 𝟏

𝟐𝒙 + 𝟑
)   

............................................................................................................................. ................................. 
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 17                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 صيغ غير معينةنهايات تشتمل على تمارين متابعة لل

𝒇(𝒙)لتكن:     = 𝒂𝒙𝒏  .  𝒏 ∈ 𝒁+  .  𝒂 ∈ 𝐑∗ : 

𝐥𝐢𝐦     فإن:  زوجيعدد  𝒏إذا كان   (1
𝒙→±∞

𝒂𝒙𝒏 ={
∞    ∶       𝒂 > 𝟎

−∞  ∶      𝒂 < 𝟎
 

 فإن: فرديعدد  𝒏إذا كان   (2  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒂𝒙𝒏 ={
∞    ∶       𝒂 > 𝟎

−∞  ∶      𝒂 < 𝟎
       ،      𝐥𝐢𝐦

𝒙→−∞
𝒂𝒙𝒏 ={

−∞    ∶       𝒂 > 𝟎

∞      ∶      𝒂 < 𝟎
 

-------------------------------------------- --------------------------------------------------- 

 ملاحظات هامة جداً:  

𝒇(𝒙)إذا كانت:     = 𝒂𝒏𝒙
𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝒙

𝒏−𝟏 +⋯+ 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟎    .      𝒂𝒏 ∈ 𝐑
∗ 

𝐥𝐢𝐦فإن                                       
𝒙→±∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→±∞

𝒂𝒏𝒙
𝒏 

 𝒄إلى عدد حقيقي   𝒙لا يجوز تطبيق هذه القاعدة عندما تؤول  

---------------------------------- -------- ------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

 :37صفحة  ( 1)حاول أن تحل 

 أوجد:

        𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

(− 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟒 )   

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 
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 ...................................................................... ........................................................................................ 
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 18                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

   :11نظرية  

. 𝒇إذا كانت كل من  𝒈  دالة حدودية حيث 

𝒇(𝒙) = 𝒂𝒏𝒙 
𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝒙 

𝒏−𝟏 +⋯+ 𝒂𝟎 

𝒈(𝒙) = 𝒃𝒎𝒙 
𝒎 + 𝒃𝒎−𝟏𝒙 

𝒎−𝟏 +⋯+ 𝒃𝟎  :فإن 

𝒂)  𝐥𝐢𝐦
𝒙→±∞

𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
 =  𝟎                               ∶    𝒏 < 𝒎 

𝒃)  𝐥𝐢𝐦
𝒙→±∞

𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
 =  

𝒂𝒏
𝒃𝒎
                            ∶    𝒏 = 𝒎 

𝒄)  𝐥𝐢𝐦
𝒙→±∞

𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
 =  𝐥𝐢𝐦

𝒙→±∞

𝒂𝒏
𝒃𝒎
𝒙𝒏−𝒎        ∶    𝒏 > 𝒎 

---------------------------------- -------- ------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

 : 39صفحة  (2)مثال  

 أوجد:

       𝒄)  𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

(
𝒙𝟒−𝟏 

𝟕−𝟐𝒙𝟒
)   

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................................ .................. 

 تستخدم في الأسئلة الموضوعية فقط 
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 19                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :39صفحة  ( 2)حاول أن تحل 

 : استخدم النظرية السابقة في حساب

       𝒂)  𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

(
−𝟑𝒙𝟐+𝟓𝒙+𝟏 

𝟔𝒙𝟐−𝒙+𝟏
)    

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

𝒃)  𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

(
𝟐𝒙 + 𝟏 

𝟒𝒙𝟑 − 𝟐𝒙 + 𝟑
)   

................................................................................................... ........................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

..................................... ......................................................................................................................... 

...................................................................................................................................... ........................ 

............................................................................................................................. ................................. 

 ........................................................................ ...................................................................................... 
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 20                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 39صفحة  (3)مثال  

𝒍𝒊𝒎         :إذا كانت
𝒙→+∞

(
𝒂𝒙𝟐+𝒃𝒙+𝟑 

𝟐𝒙+𝟓
) = 𝟑     

 . a , bفأوجد قيمة كل من الثابتين  

............................................................................................................................. ................................. 

................................................................ .............................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................... ............................... 

................................................................................................... ........................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

..................................... ......................................................................................................................... 

...................................................................................................................................... ........................ 

............................................................................................................................. ................................. 

 ........................................................................ ...................................................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 :40صفحة  ( 3)ل حاول أن تح 

𝒍𝒊𝒎         :إذا كانت
𝒙→+∞

(
𝒙− 𝟐

𝒂𝒙𝟐+𝒃𝒙−𝟑
) = −𝟏     

 . a , bفأوجد قيمة كل من الثابتين  

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 
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 21                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 40صفحة  (4)مثال  

𝒍𝒊𝒎              :أوجد
𝒙→+∞

(
𝒙−𝟐 

√𝒙𝟐+𝟐𝒙− 𝟒
)    

............................................................................................................................. ................................. 

.................................................................................... .......................................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

................................................................................................................................................... ........... 

 ....................................................................................................................... ....................................... 
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......................................................... ..................................................................................................... 
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 22                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :41صفحة  ( 4)تحل حاول أن 

 :أوجد

       𝒂)  𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

(
√𝟐𝒙𝟐−𝒙 

𝒙+𝟏
)                                        𝒃)  𝒍𝒊𝒎

𝒙→−∞
(
𝟑𝒙−𝟓 

√𝒙𝟐−𝟗
)   

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 
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 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 
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........ ............................................................................................................................. ......................... 
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 23                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 نهايات بعض الدوال المثلثيةتمارين متابعة ل

lim
𝑥→0

sin 𝑥 = 0        .  lim
𝑥→0

cos 𝑥 = 1         .  lim
𝑥→0

tan 𝑥 = 0 

 بالراديان xإذا كانت : 12نظرية

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝒙
= 𝟏 

 نتائج:    

.𝒂عددين حقيقيين،  a, bإذا كان  𝒃 ≠  فإن:  𝟎

𝟏)   𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧𝒂𝒙

𝒃𝒙
=
𝒂

𝒃
𝐥𝐢𝐦           أو          

𝒙→𝟎

𝒃𝒙

𝐬𝐢𝐧𝒂𝒙
=
𝒃

𝒂
 

𝟐) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒕𝒂𝒏𝒙

𝒙
= 𝟏    

𝟑)  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒕𝒂𝒏𝒂𝒙

𝒃𝒙
=
𝒂

𝒃
 

---------------------------------------------------------------------------------------- 

 : 43صفحة  (1)  مثال

 :أوجد

       𝒃)  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(
𝒙−𝟑 

𝐜𝐨𝐬𝒙
)                                 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 
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 24                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :34صفحة  ( 1حاول أن تحل )

 أوجد:

     𝒂)  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(
𝐬𝐢𝐧 𝒙 

𝟐𝒙𝟐−𝒙
)                                                 𝒃)  𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(
𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 

𝟑𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
)            

............................................................................................................................. ................................. 

............. ............................................................................................................................. .................... 

.............................................................................................................. ................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................................ .................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 .............................................................................. ................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

 ............................................................................................................................................. ................. 
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 25                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 43صفحة  ( 1حاول أن تحل )تابع  

𝒄)  𝒍𝒊𝒎                                     أوجد:
𝒙→𝟎

(
𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙 −𝟏
)   

............................................................................................................................. ................................. 

................... ............................................................................................................................. .............. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

 : 43صفحة  (1)  مثال

𝒄)  𝒍𝒊𝒎               أوجد:
𝒙→𝟎

(
𝒙𝟐

𝟏−𝐜𝐨𝐬𝒙 
)   

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 
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 26                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :44صفحة  ( 2حاول أن تحل )

 أوجد:

     𝒂)  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(
𝐬𝐢𝐧 𝒙 

𝟐 𝐭𝐚𝐧𝒙
)                                                   𝒃)  𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(
𝟑 𝐭𝐚𝐧 𝒙+  𝒙𝟐 𝐜𝐨𝐬𝒙 

𝟓𝒙 
)            

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................................ .................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 .............................................................................. ................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

 ............................................................................................................................................. ................. 

................................................................................................................. ............................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 
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 27                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 44صفحة  (3)  مثال

 أوجد:

     𝒂)  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(
𝟓𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

𝒙
)                                                   𝒃)  𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(
𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

𝟑𝒙 
)            

............................................................................................................................. ................................. 

..................................................................................... ......................................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

.................................................................................................................................................... .......... 

........................................................................................................................ ...................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

.......................................................... .................................................................................................... 

............................................................................................................................. .............................. ... 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................. ................................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................................................ .. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 
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 28                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 تمارين متابعة الاتصال عند نقطة

 الاتصال عند نقطة" "  (: 8تعريف )  

𝒙متصلة عند  𝒇تكون الدالة  = 𝒄   :في مجالها إذا كانت𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒄) 

𝐥𝐢𝐦   أي أن:  
𝒙→𝒄−

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄+

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒄) 

 نتائج: 

𝒙عند اليسار تكون الدالة متصلة من جهة   (1 = 𝒄إذا كان : 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄−

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒄)  

𝒙  عند اليمين تكون الدالة متصلة من جهة   (2 = 𝒄إذا كان : 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒄+

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒄)  

𝒙تكون الدالة متصلة عند  (3 = 𝒄 عند  اليمينومن  اليساركانت متصلة من  إذا وفقط إذا𝒙 = 𝒄 

---------------------------------------------------------------------------------------- 
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 29                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 94صفحة  (1)  مثال

𝒇(𝒙)                                                                                  لتكن: = {

𝒙𝟐 + 𝟑𝒙     ∶   𝒙 ≥ 𝟏

𝟓𝒙 − 𝟏       ∶   𝒙 < 𝟏

   

𝒙بحث اتصال الدالة عند ا = 𝟏  

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 
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................................... ........................................................................................................................... 
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 ................................................................................................. ............................................................. 
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 ................................................................................................. ............................................................. 
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................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 
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 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................................ .................. 
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 30                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 50صفحة  (2)  مثال

𝒇(𝒙)                                                                                  لتكن: = {

𝒙𝟐 − 𝟗

𝒙−𝟑
     ∶   𝒙 > 𝟑

𝟕       ∶   𝒙 ≤ 𝟑

   

𝒙بحث اتصال الدالة عند ا = 𝟑  

............................................................................................................................. ................................. 

..................................................................... ......................................................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 
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 ................................................................................................. ............................................................. 
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 ...................................................................... ........................................................................................ 
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........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 
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........................................... ................................................................................................................... 
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 .............................................................................. ................................................................................ 
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 31                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :91صفحة  (8) التمارين كراسة 

𝒇(𝒙)                                                                                  لتكن:  = {

𝒙𝟐 −𝟑𝒙

|𝒙|
     ∶   𝒙 ≠ 𝟎

−𝟑       ∶   𝒙 = 𝟎

   

𝒙ابحث اتصال الدالة عند  = 𝟎  

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 
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 ................................................................................................. ............................................................. 
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 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................................ .................. 

............................................................................................................................. ................................. 
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 32                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :51صفحة  ( 3) حاول أن تحل

𝒇(𝒙)                                                                                لتكن: = {

| 𝒙+𝟏 |

𝒙+𝟏
− 𝟐𝒙    ∶   𝒙 ≠ −𝟏

𝟐       ∶   𝒙 = −𝟏

   

𝒙ابحث اتصال الدالة عند  = −𝟏  

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 
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........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 
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 33                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 تمارين متابعة نظريات الاتصال عند نقطة

.𝒇إذا كانت   :14نظرية 𝒈   دالتين متصلتين عند𝒙 = 𝒄   فإن الدوال التالية هي دوال متصلة عند ،𝒙 = 𝒄 

𝟏) 𝒇 + 𝒈                             ∶ 𝒇 (𝟐                         الجمع − 𝒈                      ∶  الطرح

𝟑) 𝒄. 𝒇          . 𝒄 ∈ 𝐑           ∶ 𝒇 (𝟒           الضرب  في ثابت  ∙ 𝒈                        ∶  الضرب 

𝟓) 
𝒇

𝒈
     𝒈(𝒄) ≠ 𝟎                               ∶  القسمة

 دوال متصلة:  

𝒇(𝒙)الدالة الثابتة:   (1 = 𝒌  .   𝒌 ∈ 𝐑  متصلة عند كل عدد  𝒄 ∈ 𝐑. 

𝒄 عدد متصلة عند كل  الدالة كثيرة الحدود  (2 ∈ 𝐑. 

𝒄 مجالهاحقيقي في  متصلة عند كل عدد الدالة الحدودية النسبية  (3 ∈ 𝐃. 

𝒇(𝒙)دالة المطلق   (4 = |𝒙|  عدد متصلة عند كل 𝒄 ∈ 𝐑 . 

𝒄 حقيقي في مجالها متصلة عند كل عدد الدوال المثلثية  (5 ∈ 𝐃. 

𝒚الدالة الجذرية   (6 = √𝒙
𝒏

 : 

a)  عدد متصلة عند كل 𝒄 ∈ 𝐑+         ،n  موجب. زوجيعدد صحيح 

b) عدد   متصلة عند كل 𝒄 ∈ 𝐑        ،n  1أكبر من فردي عدد صحيح . 

𝒈(𝒙)الدالة الجذرية   (7 = √𝒇(𝒙) :    إذا كانت الدالة𝒇   متصلة عند𝒙 = 𝒄   وكانت𝒇(𝒄) > 𝟎 

𝒈(𝒙)فإن الدالة:  = √𝒇(𝒙)  متصلة عند𝒙 = 𝒄 
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 34                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :55صفحة  ( 1) حاول أن تحل

𝒙  عند  fابحث اتصال الدالة  = 𝒄   :في كل مما يلي 

     𝒂)  𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑 + | 𝒙|  , 𝒄 = 𝟑                           𝒃) 𝒇(𝒙) =
𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝒙+𝟏
  , 𝒄 =

𝝅

𝟒
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 .............................................................................. ................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 
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 ...................................................................... ........................................................................................ 
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 35                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 55صفحة  (2)  مثال

𝒇(𝒙)ابحث اتصال الدالة       =
𝒙−𝟐

𝒙𝟐+𝟗
− 

𝟏

𝒙
𝒙عند        = 𝟑  : 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 
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 36                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :65صفحة  ( 3) حاول أن تحل

𝒙ابحث اتصال الدالة كل من الدالتين عند   = −𝟐   : 

     𝒂)  𝒇(𝒙) =
√𝒙
𝟑

𝒙𝟐+𝟒
                                        𝒃) 𝒇(𝒙) =  √𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑             

............................................................................................................................. ................................. 

..................................................... ......................................................................................................... 

............................................................................................................................. ......................... ........ 

............................................................................................................................. ................................. 

 ........................................................................................ ...................................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 
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........................................................................................................................... ................................... 
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 ...................................................................... ........................................................................................ 
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 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 
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 37                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 ة المركبة: الدال   

,𝒇من  كل كانت  إذا 𝒈 الدالة   مدى وكان حقيقيتين دالتين𝒇 الدالة  مجال من جزئية مجموعة𝒈 مركبة   دالة يتعين فإنه𝒉: 

𝒉(𝒙) = (𝒈 ∘ 𝒇)(𝒙) = 𝒈(𝒇(𝒙)) 

𝒙دالة متصلة عند  𝒇إذا كانت  :16نظرية = 𝒄 ،  وg  متصلة عندf(c) . 

𝒈فإن الدالة المركبة   ∘ 𝒇  هي دوال متصلة عند𝒙 = 𝒄 

 

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 : 58صفحة ( 4)  مثال

𝒇(𝒙)     كما يلي: Rمعرفتان على   f , gالدالتين  = 𝟏 + 𝒙    , 𝒈(𝒙) =  𝒙𝟐 +  : أوجد      𝟏

𝒂)  (𝒈𝒐𝒇)(𝒙)     , 𝒃)  (𝒈𝒐𝒇)(𝟐)    , 𝒄)  (𝒇𝒐𝒈)(𝒙)   , 𝒅)  (𝒇𝒐𝒈)(𝟐)   

............................................................................................................................. ................................. 

....................................................... ....................................................................................................... 

........................................................................................................................................................ ...... 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 
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 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

𝒈)ملاحظة:   ∘ 𝒇)(𝒄) ≠ (𝒇 ∘ 𝒈)(𝒄)  إلا في بعض الحالات الخاصة 
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 38                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :59صفحة ( 5) حاول أن تحل

𝒇(𝒙)     كما يلي: Rمعرفتان على   f , gالدالتين  = √𝟏 + 𝒙𝟐    , 𝒈(𝒙) =  
𝟑

𝒙𝟐 + 𝟒
 أوجد :     

               𝒂)  (𝒇𝒐𝒈)(𝒙)                                                     𝒃)  (𝒈𝒐𝒇)(√𝟑)     
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 ................................................................................................. ............................................................. 
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 39                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :59صفحة ( 6) تحلحاول أن 

𝒈(𝒙)      :لتكن  = √𝒙    , 𝒇(𝒙) =  𝒙𝟐 +  . x = -2عند     𝒈𝒐𝒇ة    . ابحث اتصال الدال   𝟓
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 40                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 تمارين متابعة الاتصال على فترة        

 على فترة مفتوحة" الاتصال " (: 9تعريف )    

.𝒂)الفترة  على معرّفة 𝒇الدالة  لتكن 𝒃) الدالة  إن نقول فإننا𝒇 الفترة المفتوحة   متصلة على(𝒂, 𝒃)  إذا كانت𝒇 

.𝒂)الفترة   إلى تنتمي 𝒙كل  عند  متصلة 𝒃) 

 على فترة مغلقة" الاتصال "  (: 10تعريف )    

.𝒂]الفترة  على معرّفة 𝒇الدالة  لتكن 𝒃] الدالة  إن نقول فإننا𝒇 الفترة المغلقة   متصلة على[𝒂. 𝒃]   إذا تحققت الشروط

 الثلاثة التالية: 

.𝒂)  ةمتصلة على الفترة المفتوح 𝒇الدالة   (1 𝒃) 

𝒙متصلة عند  𝒇الدالة   (2 = 𝑎  :من جهة اليمين أي أن𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂+

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒂) 

𝒙متصلة عند  𝒇الدالة   (3 = 𝑏  :من جهة اليسار أي أن𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒃+

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒃) 

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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 41                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :62صفحة ( 1حاول أن تحل )

 . ث حي [ 5 , 1 ]على الفترة        fالدالة اتصال ادرس

  𝒇(𝒙) =

{
 

 
𝟐         ∶          𝒙 = 𝟏

𝒙𝟐+𝟏

𝒙
       ∶     𝟏 < 𝒙 < 𝟓

𝟐𝟔

𝟓
        ∶           𝒙 = 𝟓
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 42                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :63صفحة  ( 2) حاول أن تحل

 : على الفترة المبينة  fابحث اتصال الدالة   

     𝒂)  𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙+𝟏

𝒙𝟐+𝟐
  , [ 𝟎 , 𝟑 ]                                        𝒃) 𝒇(𝒙) =  

𝒙

𝒙𝟐−𝟏
  , [ 𝟎 , 𝟐 ] 
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............................................................................................................................. ................................. 
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 43                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 36صفحة ( 3)  مثال

 .مجالهاعلى       fالدالة اتصال ادرس

  𝒇(𝒙) = {
 𝒙 + 𝟑 ∶ 𝒙 ≤ −𝟏

   
𝟒

𝒙+𝟑  
  ∶ 𝒙 >  −𝟏
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 44                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 63صفحة ( 4)  مثال

 .  R  ىعلمتصلة       fالدالة لتكن

  𝒇(𝒙) = {
 𝒙𝟐 − 𝒂 ∶ 𝒙 < 𝟎
        𝟐    ∶ 𝒙 =  𝟎
𝒂𝒙 + 𝒃 ∶ 𝒙 > 𝟎

 

 . a , bأوجد قيمة الثابتين  
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 45                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :66صفحة ( 5) حاول أن تحل

𝒇(𝒙) : الدالةلتكن  = √𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 + , 𝟔] ثم ادرس اتصالها على الفترة 𝒇أوجد مجال الدالة  .  𝟏𝟎 𝟏𝟎] 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 
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 .............................................................................. ................................................................................ 

 :67صفحة ( 7) حاول أن تحل

𝒇(𝒙) : لتكن الدالة = √−𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟓
𝟑

  . R  على الدالة ادرس اتصال.  

............................................................................................................................. ................................. 
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.................................................................................................................................... .......................... 



 

 ةالثاني الوحدة 

 الاشتقاق

The Derivatives 
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 46                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 

 المماس وخطوطمعدلات التغير تمارين متابعة 

.𝒙𝟏)بين نقطتين   yمتوسط معدل التغير للدالة  𝒇(𝒙𝟏)) . (𝒙𝟐. 𝒇(𝒙𝟐)): 

𝚫𝒚

𝚫𝒙
=
𝒇(𝒙𝟐) − 𝒇(𝒙𝟏)

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏
 

.𝑷(𝒂  النقطةميل المماس للمنحنى عند  𝒇(𝒂)) : 

𝒎 = 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒇(𝒂 + 𝒉) − 𝒇(𝒂)

𝒉
 

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 : 77صفحة ( 1)  مثال

= 𝒚  أوجد ميل المماس للقطع المكافئ:  𝒙𝟐 عند النقطة .  𝒑 ( 𝟐 , 𝟒 )  . 
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 47                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :78صفحة ( 1) حاول أن تحل

= 𝒚  أوجد ميل المماس للقطع المكافئ:  (𝒙 − 𝟐)𝟐 + , 𝑨 ( 𝟏  . عند النقطة 𝟐 𝟑 )  . 

............................................................................................................................. ................................. 
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........ ............................................................................................................................. ......................... 
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............................................................................................................................. ................................. 
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 48                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 عند نقطة تمارين متابعة المشتقة

 " مشتقة الدالة عند نقطة" تعريف:

𝒙عند   𝒇مشتقة الدالة  = 𝒂  هي𝒇′(𝒂)   : 

𝒇′(𝒂) = 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒇(𝒂 + 𝒉) − 𝒇(𝒂)

𝒉
 

 .شرط وجود النهاية 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -- 

 : 80صفحة ( 1مثال )

𝒇   :𝒇(𝒙)الدالة  مشتقةأوجد باستخدام التعريف،  = 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙. عند  𝟏 = 𝟏 . 
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............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 
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 ........................................................................................  الموضوع 

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ------------------- 

 49                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

  تعريف بديل:   

𝒙عند   𝒇مشتقة الدالة  = 𝒂  هي𝒇′(𝒂)   : 

𝒇′(𝒂) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒂)

𝒙 − 𝒂
 

 .النهاية شرط وجود 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -- 

 : 80صفحة ( 2مثال )

𝒇   :𝒇(𝒙)الدالة  مشتقةأوجد باستخدام التعريف البديل،  = √𝒙  عند .𝒙 = 𝒂    حيثa > 0 . 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 
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 ........................................................................................  الموضوع 

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ------------------- 

 50                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 المشتقةّ من جهة واحدة 

+𝒇من اليمين ويرمز لها "إن وجدت" بالرمز  𝒇مشتقة الدالة 
′ (𝒂)  :وهي 

𝒇+
′ (𝒂) = 𝐥𝐢𝐦

𝒉→𝟎+

𝒇(𝒂 + 𝒉) − 𝒇(𝒂)

𝒉
 

−𝒇من اليسار ويرمز لها "إن وجدت" بالرمز  𝒇مشتقة الدالة 
′ (𝒂)  :وهي 

𝒇−
′ (𝒂) = 𝐥𝐢𝐦

𝒉→𝟎−

𝒇(𝒂 + 𝒉) − 𝒇(𝒂)

𝒉
 

 لنقطة.اإن الدالة لها مشتقة عند نقطة إذا وفقط إذا كانت المشتقتان لجهة اليمين ولجهة اليسار موجودتين ومتساويتين عند تلك   

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 : 18صفحة ( 3)  مثال

𝒙لها مشتقة لجهة اليمين ومشتقة لجهة اليسار عند  𝒇بينّ أن الدالة  = 𝒙لكن ليس لها مشتقة عند    ، 𝟎 = 𝟎  . 

𝒇(𝒙) = {
  𝒙𝟐     ∶   𝒙 ≤ 𝟎

 𝟐𝒙    ∶   𝒙 > 𝟎
 

............................................................................................................................. ................................. 

................................................................. ............................................................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

... ............................................................................................................................. .............................. 

.................................................................................................... .......................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

...................................... ........................................................................................................................ 

....................................................................................................................................... ....................... 

............................................................................................................................. ................................. 

......................................................................... ..................................................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 
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 ........................................................................................  الموضوع 

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ------------------- 

 51                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 حيث:  𝒇′(𝒙)في تعريف المشتقة عند النقطة نحصل على   𝒂بدلاا من  𝒙إذا وضعنا  

𝒇′(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒇(𝒙 + 𝒉) − 𝒇(𝒙)

𝒉
 

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 : 83صفحة ( 5مثال )

𝒇(𝒙)   :لتكن الدالة =  𝒙𝟑   ، أوجد  𝒇′(𝒙)   باستخدام تعريف المشتقة إن وجدت . 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 
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 ........................................................................................  الموضوع 
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 52                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 "الاشتقاق والاتصال"  :نظرية 

ا"النقطة  هذه عند   متصّلة تكون فإنهّا نقطة، عند  مشتقّة لها 𝒇  الدالة كانت  إذا  . "عكس النظرية ليس صحيح دائما

 :86صفحة ( 6) حاول أن تحل

𝒇                                                                                     :𝒇(𝒙)لتكن الدالة  = {
 𝒙𝟐 − 𝟒    ∶   𝒙 ≤ 𝟐

 𝟑𝒙 − 𝟐    ∶   𝒙 > 𝟐
 

𝒙عند    𝒇ابحث قابلية الاشتقاق للدالة  = 𝟐 . 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................................ .................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 .............................................................................. ................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

 ............................................................................................................................................. ................. 

................................................................................................................. ............................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................................... ........................................................................................................... 

.................................................................................................................................................... .......... 

............................................................................................................................. ................................. 
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 ........................................................................................  الموضوع 
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 53                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 تمارين متابعة قواعد الاشتقاق

 : الاشتقاق قواعد

𝟏) 𝒇(𝒙) = 𝒄    
                        
⇒         𝒇′(𝒙) = 𝟎        ;     𝒄 ∈ 𝐑 

𝟐) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒏     
                        
⇒         𝒇′(𝒙) = 𝒏. 𝒙𝒏−𝟏        ;     𝒏 ∈ 𝐐∗  .  𝒙 ≠ 𝟎 

𝟑) [𝒌 𝒇(𝒙)]′ = 𝒌 𝒇′(𝒙)    

𝟒) [𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)]′ = 𝒇′(𝒙) + 𝒈′(𝒙) 

𝟓) [𝒇(𝒙) ∙ 𝒈(𝒙)]′ = 𝒇′(𝒙) ∙ 𝒈(𝒙) + 𝒇(𝒙) ∙ 𝒈′(𝒙) 

𝟔) (
𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
)

′

=
𝒇′(𝒙) ∙ 𝒈(𝒙) − 𝒇(𝒙) ∙ 𝒈′(𝒙)

[𝒈(𝒙)]𝟐
     ;   𝒈(𝒙) ≠ 𝟎 

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 :92صفحة ( 1) حاول أن تحل

 أوجد  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
𝒚:   ، حيث    =  𝟓𝒙𝟑 − 𝟒𝒙𝟐 + 𝟔   . 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 
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 54                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :93صفحة ( 2) حاول أن تحل

 : 𝒇′(𝒙) أوجد 

     𝒂 ) 𝒇(𝒙) = (𝒙𝟐 + 𝟏)( 𝒙𝟑 + 𝟑)                        𝒃 ) 𝒇(𝒙) = (𝟐𝒙 + 𝟏)( 𝟑𝒙 − 𝟐) 

     𝒄 ) 𝒇(𝒙) = 𝟒𝒙𝟐( 𝒙 + 𝟔)                                  𝒅 ) 𝒇(𝒙) = ( 𝒙𝟑 − 𝟒)𝟐 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................................ .................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 .............................................................................. ................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 
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 55                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :95صفحة ( 3) حاول أن تحل

𝒇(𝒙)   أوجد مشتقة الدالة: =  
𝟒𝒙𝟐+𝟐𝒙

𝟐𝒙𝟑+𝟓
  . 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

 

 :عادلة المماس ومعادلة العمودي )الناظم(م     

𝒎هو    𝒂ميل المماس عند    -   = 𝒇′(𝒂) 

𝒂         :𝒚عند   𝒇معادلة المماس لمنحنى الدالة   -   − 𝒇(𝒙) = 𝒇′(𝒂)(𝒙 − 𝒂) 

𝒂            :𝒚عند   𝒇معادلة الناظم لمنحنى الدالة    -   − 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒇′(𝒂)
(𝒙 − 𝒂) 

𝒇′(𝒂)فإن:                                𝒂مماس أفقي عند   𝒇إذا كان للدالة   -   = 𝟎 

 



 الــصـف الـحصــة  الــتـاريـخ  الــيـوم
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 ........................................................................................  الموضوع 
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 56                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 95صفحة ( 4)  مثال

, 𝟏)أوجد معادلة المماس و معادلة الناظم عند النقطة  
𝟐

𝟑
𝒇(𝒙)   الدالة:حنى لمن   ( =  

𝒙𝟑+𝟏

𝒙𝟐+𝟐
  . 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................................ .................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 .............................................................................. ................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

 ............................................................................................................................................. ................. 

................................................................................................................. ............................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................................... ........................................................................................................... 

.................................................................................................................................................... .......... 

............................................................................................................................. ................................. 

...................................................................................... ........................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

..................................................................................................................................................... ......... 

......................................................................................................................... ..................................... 

............................................................................................................................. ................................. 
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 57                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :96صفحة ( 5) حاول أن تحل

𝒇(𝒙)حيث:        𝒇′(𝒙) أوجد  =  
− 𝟒

𝒙𝟐 +𝟐𝒙 + 𝟓
 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

 :98صفحة ( 6) حاول أن تحل

𝒚:       لتكن =  
𝟑𝒙𝟐+𝟕

𝟖𝒙𝟐 
  أوجد      

𝒅𝒚

𝒅𝒙
 . x = -1عند    

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 
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 58                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :98صفحة ( 7) حاول أن تحل

𝒇(𝒙)   أوجد مشتقة الدالة: =  𝒙
𝟒

𝟑   . 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 : 98صفحة ( 8)  مثال

𝒇                           :𝒇(𝒙)لتكن الدالة  = {
𝒙𝟐 + 𝟐      ∶ 𝒙 ≤ 𝟏

𝟐𝒙 + 𝟏     ∶ 𝒙 > 𝟏
 دالة متصلة على مجالها.        

 إن أمكن:   𝒇′(𝒙) أوجد 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................................ .................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 .............................................................................. ................................................................................ 
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 59                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :99صفحة ( 8) حاول ان تحل

𝒇                           : 𝒂) 𝒇(𝒙)لتكن الدالة  = {
𝒙𝟐 + 𝟏      ∶ 𝒙 ≤ 𝟐

𝟒𝒙 − 𝟑     ∶ 𝒙 > 𝟐
 دالة متصلة على مجالها.         

 إن أمكن:   𝒇′(𝒙) أوجد 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................................ .................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 .............................................................................. ................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

 ............................................................................................................................................. ................. 

................................................................................................................. ............................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................................... ........................................................................................................... 
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 60                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 99صفحة ( 8حاول ان تحل )تابع 

𝒇                           : 𝒃) 𝒇(𝒙)لتكن الدالة  = {
𝒙𝟐 + 𝟏   ∶ 𝒙 < 𝟏

𝟐√𝒙        ∶ 𝒙 ≥ 𝟏
 دالة متصلة على مجالها.         

 إن أمكن:   𝒇′(𝒙) أوجد 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................................ .................. 

............................................................................................................................. ................................. 
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 61                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 مشتقات الدوال المثلثيةتمارين متابعة 

(𝐬𝐢𝐧 𝒙)′ = 𝐜𝐨𝐬 𝒙                    .  (𝐬𝐞𝐜 𝒙)′ = 𝐬𝐞𝐜𝒖 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

(𝐜𝐨𝐬 𝒙)′ = −𝐬𝐢𝐧 𝒙                .  (𝐜𝐬𝐜 𝒙)′ = −𝐜𝐬𝐜 𝒙 𝐜𝐨𝐭 𝒙 

(𝐭𝐚𝐧 𝒙)′ = 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙                   .  (𝐜𝐨𝐭 𝒙)′ = −𝐜𝐬𝐜𝟐 𝒙 

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 :101صفحة ( 1حاول أن تحل )

 : التالية  لدوالل ات مشتقالأوجد 

     𝒂 ) 𝒉(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙                          𝒃 ) 𝒈(𝒙) =
𝒙

𝒄𝒐𝒔 𝒙
                      𝒄 ) 𝒚 =

𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒔𝒊𝒏 𝒙+𝒄𝒐𝒔 𝒙
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 62                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :210صفحة ( 2حاول أن تحل )

 : المشتقات للدوال التالية أوجد 

     𝒂 ) 𝒇(𝒙) =
𝟏+𝒕𝒂𝒏 𝒙

𝒕𝒂𝒏 𝒙
               𝒃 ) 𝒈(𝒙) = 𝒔𝒆𝒄𝒙 + 𝒄𝒔𝒄𝒙              𝒄 ) 𝒉(𝒙) =

𝒔𝒆𝒄 𝒙

𝒄𝒔𝒄 𝒙
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 63                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 103صفحة ( 3)  مثال

𝒚   عمودي لمنحنى الدالة:الالمستقيم أوجد معادلة  =  𝒕𝒂𝒏 𝒙     عند النقطة𝒑( 
𝝅

𝟒
 , 𝟏 )   . 

............................................................................................................................. ................................. 

....................................................................................................................................................... ....... 
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 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

 :103صفحة ( 3) حاول أن تحل

𝒚   أوجد معادلة المستقيم العمودي لمنحنى الدالة: = 𝒔𝒆𝒄 𝒙     عند النقطة𝑭( 
𝝅

𝟑
 , 𝟐 )   . 
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 64                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 قاعدة السلسلةتمارين متابعة 

 (𝒇 ∘ 𝒈)′(𝒙) = [𝒇(𝒈(𝒙))]
′
= 𝒇′(𝒈(𝒙)). 𝒈′(𝒙)         ( التسلسلقاعدة السلسلة   )     

𝒚  :صورة أخرى لقاعدة السلسلة - = 𝒇(𝒖)   .    𝒖 = 𝒈(𝒙)   :فإن 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒅𝒚

𝒅𝒖
.
𝒅𝒖

𝒅𝒙
 

:             قاعدة سلسلة القوى  - 
𝒅

𝒅𝒙
(𝒇(𝒙))

𝒏
= 𝒏(𝒇(𝒙))

𝒏−𝟏
. 𝒇
′
(𝒙) 

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 :104صفحة ( 1حاول أن تحل )

𝒇(𝒙) كان:  إذا = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟏   .  𝒈(𝒙) = 𝒙𝟏𝟎   .أوجد:ف 

        a)  (𝒇 ∘ 𝒈)′(𝒙)                                                  
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 65                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 104صفحة ( 1حاول أن تحل )تابع 

𝒇(𝒙)لتكن   = −𝟐𝒙𝟑 + 𝟒   .  𝒈(𝒙) = 𝒙𝟏𝟑 .  :أوجد باستخدام قاعدة السلسلة 

       𝒂)  (𝒈 ∘ 𝒇)′(𝟎)                                             𝒃)   (𝒇 ∘ 𝒈)′(𝒙)       
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 66                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :105صفحة ( 2حاول أن تحل )

𝒇(𝒙)لتكن:    =
𝒙𝟐− 𝟒

𝒙𝟐+𝟒
   .  𝒈(𝒙) = √𝒙 .  :أوجد باستخدام قاعدة السلسلة     (𝒇 ∘ 𝒈)′(𝟏) 
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 ................................................................................................. ............................................................. 

 :105صفحة ( 3حاول أن تحل )

𝒚لتكن:    = 𝒖𝟐 + 𝟒𝒖 − 𝟑   .  𝒖 = 𝟐𝒙𝟑 + 𝒙 .   أوجد    
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 سلسل   تباستخدام قاعدة ال    
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 67                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :107صفحة ( 6حاول أن تحل )

.لتكن:    𝒚 = √(𝟐𝒙𝟒 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒)𝟑
𝟑

 ′𝒚أوجد:       
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 : 107صفحة ( 7)  مثال

.أوجد ميل مماس المنحنى:    𝒚 =  𝒔𝒊𝒏𝟓𝒙        عند𝒙 =  
𝝅

𝟑
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 68                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 والاشتقاق الضمني المشتقات ذات الرتب العلياتمارين متابعة 

 :109صفحة ( 1حاول أن تحل )

.كانت:    إذا 𝒚 =  𝟒𝒙𝟓 − 𝟓𝒙𝟑 +  فأوجد المشتقات حتى الرتبة الثالثة.    𝟕
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 :109صفحة ( 2حاول أن تحل )

.:   لتكن الدالة 𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 𝒙        :بين ان𝒚(𝟒) + 𝒚′′ = 𝟎 
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 69                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :110صفحة ( 3حاول أن تحل )

.    حيث    ′′𝒚أوجد    𝒚 =
𝟏

𝒔𝒊𝒏 𝒙
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 : 113صفحة ( 7)  مثال

𝒚√𝟐   للمنحنى الذي معادلته: +  𝒚 =  𝒙    أوجد .𝒚′   𝟑).  ثم أوجد ميل المماس لهذا المنحنى عند النقطة , 𝟏 ) 
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 70                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 114صفحة ( 8)  مثال

.:   كانت  إذا 𝒚 = √𝟏 − 𝟐𝒙       :فأثبت ان 𝒚 𝒚′′ + (𝒚′ )𝟐 = 𝟎 
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 الثالثةالوحدة 

 تطبيقات على الاشتقاق
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 71                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 

 القيم القصوى للدوالتمارين متابعة 

 : 123صفحة ( 1)  مثال
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 72                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 "القيم القصوى المحلية":   ريفتع

.𝒄) لتكن   𝒇(𝒄))  نقطة داخلية للدالة𝒇   ، 𝑫   فترة مفتوحة تحوي𝒄    تكون𝒇(𝒄)  : 

a)  محلية عند  قيمة عظمى𝒄 عندما:         𝒇(𝒄) ≥ 𝒇(𝒙)     .     ∀𝒙 ∈ 𝑫 

b)  محلية عند  صغرىقيمة𝒄 عندما:         𝒇(𝒄) ≤ 𝒇(𝒙)     .     ∀𝒙 ∈ 𝑫 

 ":  النقطة الحرجة" تعريف

.𝒇 (𝒄  للدالّة الداخليّة النقطة    𝒇(𝒄)) عندما  حرجة نقطة تسمى  𝒇′(𝒄) =  غير موجودة،  𝒇′(𝒄)أو  𝟎

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 : 125صفحة ( 2)  مثال

𝒇(𝒙)                            للدالة: أوجد النقاط الحرجة = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 +  𝟓 
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 73                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

.𝒂]خطوات إيجاد القيم القصوى المطلقة على فترة مغلقة   𝒃] 

𝒙:  الدالة عند النقاط الطرفيةإيجاد قيم  (1 = 𝒂      .  𝒙 = 𝒃 

.𝒂)  الفترة في 𝒇 للدالة الحرجة النقاط إيجاد (2 𝒃) وجدت إن . 

.𝒂]هي قيمة عظمى مطلقة في   1، 2أكبر قيمة للدالة في الخطوتين  (3 𝒃]   وأصغر قيمة للدلة هي قيمة

.𝒂]صغرى مطلقة في   𝒃] 

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 : 128صفحة  (3)  مثال

f :    𝒇(𝒙)أوجد القيم القصوى المطلقة للدالة المتصلة    = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 + , 𝟎 ]. في القترة    𝟏 𝟑 ] 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................................ .................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 .............................................................................. ................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

 ............................................................................................................................................. ................. 

................................................................................................................. ............................................. 
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 74                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 129صفحة  (4)  مثال

f :   𝒇(𝒙)أوجد القيم العظمى و الصغرى المطلقة للدالة المتصلة    = 𝒙
𝟐

, 𝟐− ]. في القترة     𝟑 𝟑 ] 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................................ .................. 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 
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 75                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 تزايد وتناقص الدوالتمارين متابعة 

 :4نظرية

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 :135صفحة  ( 3حاول أن تحل )

𝒇(𝒙)          :أوجد فترات التزايد وفترات التناقص للدالة = −𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟑. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

,𝒂)دالة قابلة للاشتقاق على الفترة   𝒇لتكن   𝒃): 

𝒇′(𝒙)إذا كانت:  (1 > 𝟎 , ∀𝒙 ∈ (𝒂, 𝒃)   فإن الدالة،𝒇  تتزايد على(𝒂, 𝒃) 

𝒇′(𝒙)إذا كانت:  (2 < 𝟎 , ∀𝒙 ∈ (𝒂, 𝒃)   فإن الدالة،𝒇  تتناقص على(𝒂, 𝒃) 

𝒇′(𝒙)إذا كانت:  (3 = 𝟎 , ∀𝒙 ∈ (𝒂, 𝒃)   فإن الدالة،𝒇   ثابتة على(𝒂, 𝒃) 
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 76                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :136صفحة  ( 4حاول أن تحل )

f :      𝒇(𝒙)اذا كانت الدالة   =  𝒙𝟑 − 𝟔𝒙 .   حدد فترات التزايد وفترات التناقص للدالةf  . 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 
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........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................................ .................. 

............................................................................................................................. ................................. 
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............................................................................................................................. ................................. 
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................................................................................................................. ............................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 
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........ ............................................................................................................................. ......................... 
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 77                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 ربط المشتقة الأولى والمشتقة الثانية بمنحنى الدالةتمارين متابعة 

 :المحلية القصوى للقيم الأولى المشتقة اختبار

  : 5نظرية 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

,𝒄)  وكانت  مجالها على متصّلة دالّة 𝒇لتكن   𝒇(𝒄)) حرجة:  نقطة 

𝒙عند السالب إلى  الموجب تتغير من  ′𝒇إذا كانت إشارة المشتقة  (1 = 𝒄  فإن ،𝒇  عظمىيكون لها قيمة  

 .𝒄محلية عند 

𝒙عند الموجب إلى السالب تتغير من  ′𝒇إذا كانت إشارة المشتقة  (2 = 𝒄  فإن ،𝒇  صغرىيكون لها قيمة 

 .𝒄محلية عند 

𝒙عند  ′𝒇ذا لم تتغير إشارة المشتقة   (3 = 𝒄  فإن ،𝒇 لها قيم قصوى محلية عند  لا يكون𝒄. 
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 78                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :140صفحة  ( 1) حاول أن تحل

f :   𝒇(𝒙)اذا كانت الدالة   = −𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 −  : مما يلي كلاأوجد    𝟒

a )  للدالة.أوجد النقاط الحرجة 

b ) التي تكون الدالة  ترات الف  f  ه عليها. تناقصمو أتزايد م 

c  )القيم القصوى المحليّة . 

............................................................................................................................................... ............... 

............................................................................................................................. ................................. 

................................................................................. ............................................................................. 
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 ................................................................................................. ............................................................. 
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............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 
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 79                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 التقعر:  اختبار

a)  إذا كانت𝒇′′(𝒙) > 𝟎   ,   ∀ 𝒙 ∈ 𝑰  فإن منحنى الدالة𝒇   مقعراا للأعلى على𝑰 

b)  إذا كانت𝒇′′(𝒙) < 𝟎   ,   ∀ 𝒙 ∈ 𝑰  فإن منحنى الدالة𝒇   مقعراا للأسفل على𝑰 

 : نقطة الانعطافتعريف 

,𝒄)تسمى النقطة   𝒇(𝒄))  نقطة انعطاف لمنحنى الدالة𝒇  إذا كانت𝒇  دالة متصلة عند𝒄  ومنحنى الدالة ،𝒇 

 .أعلى إلى أسفل من أو أسفل إلى أعلى من النقطة هذه عند  تقعرّه يغيرّ

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 :144صفحة  ( 3) حاول أن تحل

𝒇(𝒙)   :     لمنحنى الدالة الانعطاف ونقاط التقعر فترات  أوجد  = 𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝟏 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

........................................... ................................................................................................................... 

............................................................................................................................................ .................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 .............................................................................. ................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

 ............................................................................................................................................. ................. 

................................................................................................................. ............................................. 
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 80                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 المحلية  القصوى للقيم الثانية المشتقة اختبار

 ة: نظري 

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 : 146صفحة  (4مثال )

𝒇(𝒙)     :للدالة المحلية القصوى القيم لإيجاد  الثانية المشتقة اختبار استخدم = 𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝒙 − 𝟓 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

a)  إذا كانت𝒇′′(𝒄) < 𝟎   ,   𝒇′(𝒄) = 𝒙عند  محليّة عظمى قيمة  لها تكون، فإن   𝟎 = 𝒄 

b)  إذا كانت𝒇′′(𝒄) > 𝟎   ,   𝒇′(𝒄) = 𝒙عند  محليّة صغرى قيمة  لها تكون، فإن   𝟎 = 𝒄 
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 81                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 وددحال كثيرات رسم بيان دوال تمارين متابعة

 بيانها  ورسم دالة تغير دراسة  خطوات

 .الدالة مجال   عيّن (1

 . الدالة لمجال  المفتوحة الحدود عند  النهايات أوجد (2

 .للدالة الحرجة النقاط عيّن (3

 والقيم للدالة التناقص وفترات  التزايد فترات  وتحديدالمشتقة الأولى  إشارة لدراسة جدولاا  كوّن  (4

 . المحلية القصوى

  إن الانعطاف نقاط  ثم الدالة لمنحنى التقعر  فترات وتحديد  الثانية المشتقة إشارة لدراسة جدولاا  كوّن  (5

 . وجدت 

 . موجودة""نقاط التقاطع مع المحاور إن لم تكن إضافية لتساعد في الرسم  نقاطاا  أوجد (6

ا  الدالة بيان ارسم (7  .الرسم في السابقة الخطوات نتائج  مستخدما

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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 82                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :149صفحة  ( 1) حاول أن تحل

𝒇(𝒙)   الة     الد  تغير ادرس = 𝒙𝟑 − 𝟔𝒙𝟐 + 𝟗𝒙 −  .بيانها وارسم𝟒

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 
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................................... ........................................................................................................................... 
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............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 
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........ ............................................................................................................................. ......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 
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................................... ........................................................................................................................... 
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 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 

............................................................................................................................. ................................. 

 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 

........ ............................................................................................................................. ......................... 

......................................................................................................... ..................................................... 

............................................................................................................................. ................................. 
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 83                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 149صفحة  (1)  تابع حاول أن تحل
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 84                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :150صفحة  ( 2) حاول أن تحل

𝒇(𝒙)   الدالة      تغير ادرس = 𝒙 − 𝟐𝒙𝟑بيانها وارسم. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 
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............................................................................................................................................ .................. 
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................................................... ........................................................................................................... 

.................................................................................................................................................... .......... 

............................................................................................................................. ................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

 ................................................................................................. ............................................................. 

............................................................................................................................. ................................. 

................................... ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... .......................... 
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 85                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 : 150صفحة  (2)  تابع حاول أن تحل
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 86                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 تطبيقات على القيم القصوى تمارين متابعة

 :156صفحة  ( 1حاول أن تحل )

  وناتج ضربهما أكبر ما يمكن.  14أوجد عددين مجموعهما 

............................................................................................................................. ................................. 
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 ................................................................................................. ............................................................. 
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 ...................................................................... ........................................................................................ 

............................................................................................................................. ................................. 
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......................................................................................................... ..................................................... 
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........................................... ................................................................................................................... 
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 87                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :63صفحة  (2) كراسة التمارين 

 اده؟؟ وما أبع𝒄𝒎 𝟔وتره يساوي  ما أكبر مساحة ممكنة لمثلث قائم الزاوية وطول
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............................................................................................................................. ................................. 
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 ............................................................................................................................................. ................. 
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 88                                                                                                                     العلو حامد   محمود   الأستاذ:إعداد  

 :63صفحة  (3) كراسة التمارين 

ا. . واحد  𝒄𝒎 𝟖محيطها  أثبت أن من بين المستطيلات التي   منها يعطي أكبر مساحة ويكون مربعا
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