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Solving by Using Inverse Matrix  :á©HôªdG áaƒØ°üª∏d »Hô°†dG ¢Sƒµ©ªdG ΩGóîà°SÉH πëdG -1
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Using Crammer's Rule to Solve Two Linear Equations  
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πFÉ°ùªdG πëd ó°TôªdG

� �� = �� + ��
�� = �� + ��. :������ � �
 	������ �� ����� �� ,�� ����� ��
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�  : ���� ����� ����� ��
	 �� ������ ��� ���� ,������ ��� � � ������ � ����� � ����� ���
���� −
������ ������ ������� ���� ���� ����� ���
���� �� ���� � � ���� −

�������� ��������� ����	��� ����� ,���
� �������¡ ������ ���� ���� �¢£ �������� ¤����
���� ¤��� −
���������� �	����� ¥�¦ §��¦ � ¨���
���� ¥�¦ � �©� ª����� ��� ,��������� �	����� ��«� ��«�� ���
�� � � ���� −

����
�� ��� �� ���
� ������ ��� ���� �	����� �� ¨���
���� �� ��������� �	����� −
����
	 ���
�� ���� ��
	 ���	��� ���¬ ���� ���
���� −

 ���
�� � ���«�� ������ ��  − ���
���� −
 + ¯ = ¯ +  :¨���
���� ��¬ ±��² −

³¬ + �¯ +  ¡ = �³¬ + ¯¡ +  
 = � +  =  + �  

� = � −¡ +  
������ �´� �� ���
���� � ���� �� ¯�©� ,�µ��� ��� �� ���
�� ¯�¶ ��� −

�������� ���
���� �� ��
��� ���� � ������ ����� ���
���� �� ������ ��� ¤�� �¢£ ,�� ���� ¯�©�� ���
�� ¤��� −
� � × ¸³¬ = � × ¤¯ × ¤ × ¸

 ���
���� � ���� �� �	��� �� ����� ���
���� � �	 �� �	��� ¯�¶� ,¨���
���� ¯�¶ �� ��� ¸�¹� ���  −
�¯�©�� º���� ��¬� �» ,¯�¶ �� º��� �¬� ��������

�� × ¸ �� ¯ ×  ���
���� ���� ¤¼� ,� × ¤ ������ � ¯ , ¤ × ¸ ������ �  ���� �¢£ −
�³¬ × ¯¡ ×  = ³¬ × �¯ × ¡ :¨���
���� ¯�¶ ½¾��² −

³¬ ×  + ¯ ×  = �³¬ + ¯¡ ×  
 × ³¬ +  × ¯ =  × �³¬ + ¯¡  

������� ��� ����� ��
��� ��� ���� ���
�� �� ������� ���
���� −
�� ����� ¯�© � ��¿��� ���
�� ���� ,�
��� �� �	����� ��¹�� À �� ���¾��� ����� �	��� ���� ¤ × ¤ ������� ���
���� −

��
	 �	����� ��¹�� À ���¾��� ����� �	��� ����� ���
�� �� ��¿��� ���
�� −
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 ����
 �� �� ,� = �−  ×       ,�   × �−  

 � �
� ��  =  ���� 
��� �  �	�����
 ���� ���� | | ����� ���� ���� ������ �� � ����� ����  ���� �	���� �� ���� −

�� � − �� = ��
���  = |  | ��	  

�  �� � − �� ���  �− �
� ��−   �

�� � − ��  = �−  
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 �� � �� = �� � − � � ���
�� , � �
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 �	 −

�� ¢�� £��������
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� ¡�¬�®� ¯
�����
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(2) äÉã∏ãªdG ÜÉ°ùM
Trigonometry (2)

pπÑ≤à°ùªdG oáLƒe :IóMƒdG ´hô°ûe

 ����� ������� ������ ��� ����� �
	 �� ������� ������ �� ���	 ��  �� ������ ���� �� ����� :������� �����  �
 ����� ������ ���� �� ����� ��������� ������ ����� �
	 ����� ����  �� ���� ���� � ��� ������ ������ �� ��¡ ���¢�����

���£� ������¤� ��� ��� ������� �� ���� ������ ���� �����
 ����� �� ¥�¦��� ������¤� §¨����© ���� ,��  ������ «¬� ���� ������ ������ ���� � ��� ���� ����� ����® ¯��
 °��� ����� ��� �� ±����� ����� ���� �� ����� ����� ������� ���� ��� ²�� �³ ¡ ���� ´�¢ ���� � ���� £³� ��������

�� ���� �
	 µ�� ���£� ������ ���� � �¢ �� ��������� ¶�� ���� ����� ¥��¡ ���¦� ·������
����������� ����� ����� �� ��£� ������¤� ��¸���®� ,������ ���� � �¢ �� �������� ����� ��¢ ����� :¨��	��  ¹

���¸��� �³��¢ ��º ,�������� ²���¡ : »·¼�����  ½
:¾�³���� ��¢ ��¿�¡  À

 �Low Water Mean �Á��£��� ������ ����� ��»� ,���� ¥���� ²�� ������ ������ ������ �� �£���� «��� �� �Â���� ����  ¡
�«�� �  �� ������ ���� ���� Ã
�£� ���� ������ ¥��� ���� � �� ������ �� ������� ��������� �������� �¤����� �Ä�³ »�

�¸�Å�� «����
 ����������� ������ �� �����


	� �:���� ��−

	� ��:���� ���


	� �:���� ��−

	� ��:���� ���  

���� «����
 ����������� �����


	� ��:���� ��

	� �:���� ���


	� ��:���� ��

	� �:���� ���  

 �� ´��� �� Æ��� �¡ Æ¤�	 ����� ���� ���£� ���� �� �³ ¡ �¡ ��Ç¡ È��� ,������ É���� «���� ������ ���� �ÊË��  Ì
����� ��� ��Í ��� ���� ��¤�� ������ ���� �¤��� �Ä�³ »� �Â�¸��� Æ��Å�� ����� ,������ ���� ��� ����� «�� �����

?������ ���� � �¢ �� �������� ����� ��³Ê ·�� ����� ���� µ�   Ï�
������� ����� � �¢ �� �������� ���� ���® ���� ´�¢ ��¬��� ����� �� ¾Ð�£��� Ñ�� ���¡  �

 ���� ±¸¡ ����� �	 ������ �
	 Ì���� ����� ±�� ��³� � Æ���Ç Æ¤��� ¯� »� ,��� �� ���� È����� �� � Æ����� :�������  Ò
?�³������ �� ���������� ����� ����� ��¦� �����

IóMƒdG ¢ShQO

 �Ê��¢�� ¥������ �� ��¢��� �����
§��������© ��Å�Å��� �������§�© ��Å�Å��� ������ ��� ������§¹© ��Å�Å��� ������ ��� ������

�−Ô¹−Ô½−Ô

IóMƒdG
áæeÉãdG

https://bit.ly/3jeEjP5


��

IóMƒdG
áæeÉãdG

(áÑ°ùàµªdG á≤HÉ°ùdG ±QÉ©ªdG) ¿B’G âfCG øjCG

•  ��������� ����� ������� ���� ����

•  �	������� ����� ������� ���� ����


?º∏©àJ ±ƒ°S GPÉe

•  ������� ����� ����
 ���
•    � �������� ������ ����� ��� ������ �������� ���
 ���

��������� ������ ��� �����
•   �������� ��� ���� ������ �������� ������ ��� ������ ���
 ���

���������
•  ������� ���� ��� ����
 ����� ������ ������ ���
 ���
•  :��� ������ ���
 ���

�θ ����� �� θ¡��� ,θ¡�� −
�θ ����� �� θ¡��� θ¡�¤ −

�θ����� �� θ¡���� θ¡��¤ −
•   �������� ��¥ �¦��
� ������ §���� ��¨�
 ������ ���
 ���

�������

á«°SÉ°SC’G äÉë∏£°üªdG

 ����©� − �������� ������ ����©� − ������ ���� − ������ �����
 ª���� − «����� ª���� −  ����� ª���� − ���� ª���� − ������ ���� ¬����

��������� − ����®� ����� − ª�����

 ����� ���� ��� ¯sin° ��� ��� ±�²³́
 �µ� ¶�·� ��� ����� ¯sin function°
 �����̧�� ¹º¦ �»�� ������� ¼�����  �
  ¦� ¯Sanskrit° �����½��� ��� ��
 ������� ��� ��
���  ��
� ¯Jiva° ¾�¿��À
 ¯Araybheta° ¾������´À ª� ����  � Á��´
 �½�� �
� Âµ�  ��
 ���� �� ÃÄÅ ���
 �������  �Æ���  ���  �����  ,�¦��µ�Ç�  �

 ���È�   ¦�  ¯jiba°  ¾����À  ���  ��

 �´° ��µ��  ��
� ¯jaib° ¾���À ���½�
 ���½� �·���� �����  � ��´ �¯Â������
 ���½�  ������   ¦ �������  �Æ���   �  ���

�¯sin°
 ��½��� É
����  ��� ��� ¼�������� ���
 ¯sinus° ��� ��� ¼̧  ́����
��� ���  �����
 ��� ��� ¯Â������ �´° ��µ�� � Á̈ �  ́ ��

 ,��� ¯sin° ��� ��� ���µ� ¯sinus°
 ��� ���
  � ¯tangent° �¤ ��� ��̧´
 ��� ¯Thomas Finck° ¾Ê��� Ë���
À
:����� ��� ������ ��� �½��  ��� ,ÄÃÌÍ

¬ �

� Î�
Î¦

  � ������� �����  ¦ Î�� ��������� ������
 ¼�½�� Ä = Î� � = ¬ � ºÇÐ�� �Î� ������
 ����� �� , Î�� = Î��

Ä  = Î��
Î� �  = Î¦�¤

 ¾umbra versaÀ ������ � Á���� tangent
 ������ ����� �����
 ������� ����  ��
�

��������� ������� ±���
 �����
 ��  �

∂JÉeƒ∏©e ≈dEG ∞°VCG
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1-8(ájôFGódG) á«ã∏ãªdG ∫GhódGh »KGóME’G iƒà°ùªdG »a IóMƒdG IôFGO
The Unit Circle in the Coordinate Plane and 
Trigonometric Functions (Circular Functions)

º∏©àJ ±ƒ°S

•  ������ �����
•  �������� ������
•  ��������� �������� 
�	���
•  �������� 
�	��� ������
•  ������ ��	��

 ��	��� ���
 ���� ���� ������� ���� 
	��� � ����� ��� ��� � 
���� ����� ���� � �	����
 ��� �� ����� ����� ����� ����� �	���� ����	��� ������ �� ��	������ �������

�º�� ������ ����� �����
��

�
� ,

�
� 

�
� ����� �� ����� ���� ��� 
���	� ������ ��¡� ����

 ������ �¢ ��	���� £�	�� ?
�
� ¥����	�¦ ��§�� ����	���� ¨�©�� ��� ª��� ��   

�
�
� ,

�
 ��� 	��«� ª��� ¬®� �	�¦ �	����  
����¯° ���� �©± ²�° ���� ¬®� ³���  

 �º�� �� ,º�� ��� :��§�� ����� �¢ �	����  �
��µ� ��¶�� �� ·¸	�� ��� ���� ¬®� £���  

 ����� ¥����	�¦ �� �º¹º ������ ����� � »�	���� ¬¼°« ¥����� ���  �  �
?

µ
� 
	�	§�

 ������ ��� 
���	� ²�° � ����� ¥����	�¦ ��� ��¼�� �� ��»����  ̧��  �  
?� �� ������ ����� ��� ���� ������ ���� �� ������ ³��� ���¸ ³�� ����

�

���	 

 
 �

°�� = α

 

  −

 −

�


 
� ,

 
��

������ �����

���	  
	

 

  −

 −

 Unit Circle   IóMƒdG IôFGO

����	 ���	 ����� ��� 
��	 ,	 ���� ���� ������ ����� ��

The Triangular Point  á«ã∏ãªdG á£≤ædG

����
������

	

�
 �� ����� ��	��� ������� ����� ����� ���� ��

������� ����� �� ������� �¡���

� = µ� + µ £�� �¿¦ À��� �¿¦ ��Á�Á� ���� �� ,� ����� £�©¸ :�£�¤�

:Ió«Øe áeƒ∏©e

 ¥�¦�� ��§¨©� �� ����
 �¨�ª  «¬���  θ  ��������
���	�� ���� ®� ��¯�¨��  ������� ���� �� ����� ����� ��� ²¦ ���� θ ���� �	���� Â��

θ É¡°SÉ«b »à qdG ájhGõ∏d á«ã∏ãªdG Ö°ùædG
��

�
� ,

�
� � ����� �� 
	��� 
���� ������ ����� ���� ,θ ������ ������ ���� �� ����� ����� Ã£« Ä� �
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�������� ���� ������ ����� ���
��� �	��� ��

�
 θ

��

��

��� ,����

�

��−

�−

 ������� �����
�����  = θ��� �  :�
����� ������ �� ����

� =  = ����� ���

�
� = θ��� �� ��  �� = ��

�  = ������� �����
�����  = θ���

�
� = θ�� �� ��  �� = ��

�  = ���
��� �����
�����  = θ�� ����

:�� θ ������� �������� ����� ��	� ��������
�
� = θ��   

�
� = θ���

�  
�
� , ��

�� = θ��  �  
�
� , ��

��  = θ�

�  
�
� , �

�� = θ���  �  
�
� , �

��  = θ��

:á«°VÉjQ IóYÉ°ùe
°��

°��

�

��

� �F

 ��� ��
	
�º�� ��� ,º�� �� ���� ������ ����� ��������

:���
�������� ����� �� º�� ������ ���� ������� ������� ����� ,������ ����� ����

��� ���� � = � � �����
��� � ����� ������ ������ ��� � ����� � �	 ����

��� ������� ���� � �� �
�º¡� = �� � ���

������ ��¢�� ��� ������� ���£¤
�� ¥�
��� �� �¦�     �
§ = ��� 

��¨��� ��� �
§ = º¡� �������  

©��ª�
�� ���«� �	  ¡F§  = �� � � �� �

�

�−

�

�−

�

º��

 ¡F§  , �
§ :��� � �¬���� ��£���®

� ¡F§  = º�� �� , �
§ = º�� ��� 
�¨ �� ����

�º¯° �� ,º¯° ��� ���� �£ �º¯° ������ ������� ����� �� ����	 ����± ���� ,������ ����� ���  �
���¦� ����� �� ������� ��²�� ��� ³ ������� ����� �� ����	 θ ����± �¦ θ�� ,θ��� ��´�µ ������� ���� ¥�
	 ������� ����

:Ió«Øe áeƒ∏©e

 α �� θ ������� ���� �	���
 ���� ������� �¶�� ��� ��

��� �� α �� θ ������
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������ ����

���

��� − ���
�

�

�

�−

�−�
°���−= θ


º���−	��� = ������ �������

º���−	�� = ������ �������

��� −

 �
º���−	�� ,
º���−	��� ��� ������ ����� ��������
:����

� ������
����� ������� ����� ����� º���− ������ ������� ����� �� ����� ����� ����

�� ������ �� ������
� ������

�� �� �� ������� ������� ����� ��� ����� ����� ¡��� ������� ���� �¢���� ����

���

��� − ���
�

�

�

�−

�−�
°���−= θ

����� ����£� ¡��¤��

°¥�
��� −

 
¦������ ���¤� � ¢����� �§¨� ����� ©�ª� ¡���	 ¦������ ���� ��� «����
���  ¡��¤�� ¬ª���

® ������
?�°�¤�  º¥� = 
 ��	  © ±�²

�¡��¤�� �� ��� �³ ��´ ���
������� ��� µ�¶ ��´ ����� ����� ��´  � = �� ����� ��´

����� ��´ µ�¶ ����� º®� ������� ����¤�� ����� ��´  �� = � �·¸¹� ����� ��´

º��»���� ���¼¶ ��������  ®F�  = �  ��³¹� ����� ��´
�©����� ¬�������� £ª� ,¡����� ����� �� ��� ������ © �¤�

�®F
�  − = 
º���−	��  ,  �� − = 
º���−	���  ¦������ ���� ��� �·¸¹� ����� �����

��� © ����
� π®

½  �� , π®
½  ��� ��� ,�������� ���¤�� ����´ � ¢������  �

¾����
:¬���¿� ¬�¤�� À��¹ Á����� � ¢���� ������ ���Â�� �¤³� ����� ��Ã ������

θ ������� Ä���
������

º��º½�ºÅ�º�®�º�¥�º���º���º®��


sinθ	  θ��

cosθ	  θ���

tanθ	  θ�Æ
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Circular Functions (Trigonometric Functions)  (á«ã∏ãªdG) ájôFGódG ∫GhódG
 ������� ������ ������ �� ������ �
	� ���	��� ����� ����� ,θ �	���� ����� �������� �� ��� � �� ,��� ���� ���
 �
��� ���� ��� :���� � ,� �� �� �	�� ����� �������� ������ ����� ��� ����� � �¡� ,����¢�� £¤� � ��¤��� ¥������

¦§� ,�−© ��� ������� � ,� ª�� � ,� �������� �� ��� ����� ���� ,�π« ,¬©  θ  ª�� θ

:á q«°VÉjQ áeƒ∏©e

 �� ������ ������  −
 �������  ������
 ����  
�	��

�������
�������� ������  −

 ���� �� ,�
���� �������

��θ�� ,θ���� ��

 :������� �������� ®����� �¯� �������� ®����� °��� ����¢� ,�� � ���
:∞jô©J

:
�� π� > θ ≥ � ��� θ ������ ��	��� �������� ������ �� �� ,� ���� ���
��������� ������ ������ �������� � = θ�� ���  θ�� = �θ�� :����� ����  �¢�
��������� ������ ������ ��������  = θ��� ���  θ��� = �θ�� :£����� ��� ����  ���

� ≠   , �
  = θ�¤ ���  θ�¤ = �θ�� :¥¦�� ����  �§�

� ≠    , ¢ = θ�� ���  θ�� = �θ�� :¨©���� ����  �ª�
� ≠ �   , ¢� = θ��� ���  θ��� = �θ�� :£����� ¨©�� ����  �«�
� ≠ �   , � = θ��¤ ���  θ��¤ = �θ�� :£����� ¥¤ ����  �¬�

�®«

�®«
�®«−

�®«−

�¢− ,��

�¢ ,��

�� ,¢−� �� ,¢�

�±F«  , ¢
«�

�¢
� , §F� �

�«F«  , «F« �

º±¬
º²³

º´¬

¦�µ�¶�� θ ·�� ¸�¹� �������� ®����� ·�� ���� ���	¢� ���
 ���

θ ��	����
������

º¬
�¬

º±¬
π
´

º²³
π
²

º´¬
π
±

º�¬
π
«

º�º¬

π

º«»¬
π±
«

º±´¬

π«
θ��¬�««F

«
±F
«�¬�−¬

θ����±F
«

«F
«

�«¬�−¬�

θ�¤¬±F
±�±F¼ ½��� ��¾¬¼ ½��� ��¾¬
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:��� �� ����� ���� :���� ��
� < θ�
	 ,� < θ�	 :��� ���� ���� �� θ ���� �� 
� > θ�
	 ,� < θ�	 :��� ���� ���� �� θ ���� �� � < θ�
	

� < θ�	

� > θ�
	
� > θ�	

� < θ�
	
� > θ�	

 � > θ�
	
� < θ�	

���� ����

����� ������� ����

���� ����

 � > θ�
	 ,� > θ�	 :��� ��� ���� �� θ ���� �� 
� < θ�
	 ,� > θ�	 :��� ����� ���� �� θ ���� �� 

��� ����
:��� ��� �� �� θ��� ,θ�� ���
	 � ���

º��� = θ ��  π�
�  = θ �  º��� = θ �

:�� 
�����  ���  �� ��� θ �� ��    º��� > θ > º��   , º��� = θ   �

� > θ ��� ,� < θ ��  

�� ��  ���  �� ��� θ �� ��   π�
�  > θ > π        , π�

�  = θ   �
� > θ���          , � > θ��  

����  ���  �� ��� θ �� �� º��� > θ > º���     , º��� = θ    ��
� < θ��� , � > θ��  

��� �� ����
?θ��� ���
	 �� �� �º��� > θ > º�� ���� �	  �  �

?θ�� ���
	 �� �� �π > θ > �� ���� �	   �  

Reference Angle  OÉæ°SE’G ájhGR

������ ���� �� ��� ���� �� ���� ���� �� ��	�� ������ ����� θ ����� ����� ���� ��� ����� �  � ������ ��
��

áeƒ∏©e

��� � ��� �� α ��� 

 �θ ������ ������ ����� ������ ����� ����� ,α ���� ����¡ �  ������ ¢£¤ ���¥  ����
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:OÉæ°SE’G ájhGR ∞jô©J

����� ��� �� ���� ���� ,��� 
	����� 
������ ������ 
����
�������� ���  �  
	����� 
������ ��	��� ����� �	���� ���� α ������ 
������ ��

º�� > α > º� :��� ������ 
���� α ��� ����
:������ 
���� ����� 
������� ������ ���� 
������ ������

θ

�−

�
�

��

�− �

�

θ

�

�−

�− �

�

α
��

�

��

� �
θ

�−

�− �

�

������ ����� �� ��� θ � ���
ºθ − º��� = ºα

�θ − π = �α

¡����� ����� �� ��� θ � ���
º��� − ºθ = ºα

π − �θ = �α

������ ����� �� ��� θ � ���
ºθ − º��� = ºα

�θ − π = �α

��� 
�	�
:��� ��� ��� ������ ����� �� �� ����� ���� �� ,����� ��� �� ������� ������� �� ��� ����

π���  ��  º�� �  º�� �
:����

���	�� ����� �� ��� º�� = θ �
ºθ − º��� = ºα �� �� ����� ���� 

º�� − º��� =  
º�� =  ��−

�

�−

º��º��

ôcòJ

 ���� �� � � ������� �������
 ���� ,��� ������ ��� ���� ��
��� ,������¡� ��¢�� �� £�¤

¥���� �� ��¢��
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������ ����� �� ��� º��� = θ  �
º�� − θ = α 
�	��� ����� ���� 

º�� − º��� =  
º�� =  

������ ����� �� ��� π��
�   = θ  ��

θ − π� = α 
�	��� ����� ���� 
π��

�  − π� =  
π�  =  

� � � ����
α

θ

�−

�− º��    �θ ���� �ºθ ������� ºα 
�	��� ����� ,������� ����� �����  �

��−

�

�−

º���
º��

��−

�

�−

π��
�

π
�
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(1) á«ã∏ãªdG ∫GhódG ø«H äÉbÓ©dG
Relations Between Trigonometric Functions (1)

2-8
º∏©àJ ±ƒ°S

•   ������  ���  ������� 
 θ  �������  ������
 ,θ − π ,θ− :��������

,  θ −  π�  ,  θ  +  π
π �� + θ , θ + π�  

•  ���� ������ �� 
•   ����� ������� ����� 

���� ����  � �����

 ������ ��
�

�

�−

�−

θ ����� ����� ����� ���� ,���
� 	��� ���  �  �
����� ��	
� �� �����
� ����  ����
� � �
� ��   

�θ ����  �  
:�����  ����  �
�  �����  ��  

��θ−���� ,�θ−��� ,θ��� ,θ ��   
 � ����� ����� ����� ��  �   �� �����
� �	�  �

�����
� ��	
� �� �����
� ���� 
 ����
� �����
� ����� �� �������
 ������
� ����
� ��� ��� ����
� ��� � �����¡ �   �

�¢	£¤

������� ������ ����� ���¡� θ ����� ��
� ������
 ������
� ¥¦�
� θ�§ ,θ��� ,θ�� ��¦¡

 ̈≥ θ��� ≥ ¨−
 ̈≥ θ�� ≥ ¨−

   θ�§

     ©ª� � ����

�θ− ,θ ��������� ������ �����
��− ,��l�   �� ,��� «�� ����¦
� ��¬� �� � ������
� �����
 ������ �® l� ������
� ����
�

θ��� = �θ−���� ©����
θ��− = �θ−���  

:¿ƒfÉb

θ��� = �θ−����
θ��− = �θ−���

�� ���� θ�� ���� �� ¡�¢�     θ��− = �θ−��� ��������

ôcòJ
 �£ ������ ����

�������� ¤���
�

θ

θ−

�θ�� ,θ�����

��θ−��� ,�θ−�����l�
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 ��� ����
� c π�

�  −m ��� ����� , F − F
  = π�

�  ��� ��
 	��  �
��º��−��� ����� ,������  º�� �� ��
 	��  �

��º��−��� ����� ,� = º�� �� ��
 	��  ��
:� 	

� F − F
  = π�

�  ��� = c π�
�  −m��� �

������� −  º�� ��− = �º��−��� �
��− = º�� ��− = �º��−��� ��

� � �� ����
:��
 	�� ��
�  �

��� = �� −���   ���        ��� = � ��  �  
��� = �� −����   ���   ���� = � ���  �  

��� = �� −���   ���   ���� = � ��  ��  
��� = � ���   ���   �� = �� −����  �  

��θ − π� , θ �����	�� ������	 ���	
�� � �������� ������ ���
� �	 l� �������� ������

������� ����
�� ,�−�l�  �� ,��� ���

θ��− =  θ − π�� :�����
θ� =  θ − π�  

:¿ƒfÉb

θ���− = �θ − π����
θ�� = �θ − π���

�� �� ���� θ�� ���� �� ���    θ��− = �θ − π��� ����¡�

�

�l���θ − π��� ,�θ − π����� �θ�� ,θ�����

θ
θ − π

ôcòJ

 �� ����¢	 ���� 
�£	��¤	 ¥� �
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 ��� ����
������� ���� ������ ���


:��� ���:Ió«Øe áeƒ∏©e

 �����  ��  α  �������  ����  ���
:��� θ ������� �� ��

|θ��| = α��
|θ��| = α��

|θ��| = α��
 �� �� ����� °�� �������  : �����

�°��� �������
|°��� ��| = °����

 �º��� �� ���� , �
� = º�� �� �

� π��  �� ���� , �F�  = π�  �� �
��θ − π��� ���� , �� = θ�� ��

:����
� �� − = º�� �� − = �º�� − º������ = º��� �� �

��F
�  = π�  �� = c π�  − πm�� = π ��  �� �

� �� − = θ�� − = �θ − π��� ��
��� �� ����

:��� ��� �������� ���� ������ ���
  �
�º��� �� ����� , �� = º����  �  

��� − π��� ����� , �� = ���  �  
�π��

��  �� ����� ,�F − � = π
�� ��  ��  

��θ + π� ,θ �¡������ �¡������ ¢£ ��

 ��θ + π��� ,�θ + π���� l�

 �θ�� ,θ����

θ + π θ
 ����� ���� �� � ����� ��
	�� �� l� �����

�¤− ,�−�l� �� ��¥¦��
�§¨� �©ª�  �¤ ,��� ���
θ���− = �θ + π���� :��
��
θ��− = �θ + π���  

:¿ƒfÉb

θ��− = �θ + π���
θ��− = �θ + π���

�� �� «¬¦� θ�� �®¥� �� ¯¬°          θ�� = �θ + π��� �����
�
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 ��� ����
:��� ��� ,������ ���� 
�	���� ��	�

�π�
�  ��    	����    , �F + �− = π�  �� �  �º��� �� 	����   , �� = º�� �� �

:���
��� − = º�� ��− = �º�� + º������ = º��� �� �

.�F + �− = π� �� = cπ� + πm�� = π�
�  �� �

�� �� ����
�º��� ��� 	���� ������  º�� ��� ��� ��� ,������ ���� 
�	���� ��	�  �

:������

θ−
θ

�θ�� ,θ����

�
�

�
�

�
�

� ��θ − π��� ,�θ − π�����
�
�

�θ�� ,θ���−�
�
�

��θ + π��� ,�θ + π�����
�
�

�θ��− ,θ���−�
�
�

��θ−��� ,�θ−�����
�
�

�θ��− ,θ����
�
�

θ − π

θ + π

 ��� ����
:	��� ,������ ���� 
�	���� ��	�

�π��  �� ��  �º��� ��� �  �º��� �� �
:���

��
� = º�� �� = �º�� − º������ = º��� �� �

��
� − = º�� ���− = �º�� + º������� = º��� ��� �

.�F − = π� �� − = cπ� − πm�� = π��  �� ��

�� �� ����
�º��� �� 	��� ������ ���� 
�	���� ��	� ������  º�� �� ��� ���  �
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�
�
�

�
�

�
�

�
�

θ

l�

�
θ− π �

 

cθ − π�m ,θ ��������� ������� ��
��
?�����       l� 

�
�� ∆  � 

�
��∆

:���� 
	������� ����� ����� ������
θ�  = cθ − π

� m�� 
θ��  = cθ − π

� m� 
��	��� ���� ��  ����� ������� ��  ��� ,�������� ������� �� :���
���

:¿ƒfÉb

θ��� = cθ − π�m��
θ�� = cθ − π�m���

�� �� ���� θ��� � � �� ���  θ��� = cθ − π�m��

cθ + π�m ,θ ��������� ������� ��
��

θ�

l�
�

�
�

�
�

�
� �

�
θ + π� 

 ?����� ��������� l� 
�
� �  � 

�
�� ��������

?l� ,� �� ��� �������� �� ��
?cθ + π�m�      ,cθ + π�m��  �� ��� 
���� ��

�θ��  = cθ + π�m�       ,θ� − = cθ + π�m��  :¡�¢
:¿ƒfÉb

θ��� = cθ + π�m��
θ��− = cθ + π�m���

�� �� ���� θ��� � � �� ���  θ���− = cθ + π�m��
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Trigonometric Functions on   ��� ���������� �������� ������
:��� ������ ��� �� ���
 �	���� ��	 �� �π� ,�� ������ ��	 ��������� ��������  ����� � ��� ��� �����

�������  ��� ��	 ����� ���� ���� ������ ����� �� ��
���� ������� ������� ����� �� ���� ��	 ��� ,cπ ,π�m �� cπ� ,�@
��π� ,�� Z θ ����	 ��

?���� �� ���� �������� θ ������� ������� ����� ����� ��¡ ¢��� ���� ����

 £¤� ��
�� ����¥ ������¦ §�� �¨ ,�� ������� ���©�ª «� ���� ��� �� ��
�� ����¥ ��� θ ¬ª�� ��¡ ®ª� ��� �¯��
 �¨ ,�� ������� �©���� ���� °�± ��	 ² «� �π ²� + θ� ��¦����� ��́�� ���� ��� �� ����

µ�¶����� ����¥· �� ���	 ¸�©ª�
��
�	� �
���� ���� ���
����� 
������ ��
� ��� �
�� �����

 º¹º� × � − º¹� ,º¹º� − º¹� ,º¹º� × ¹ + º¹� ,º¹º� × � + º¹� ,º¹º� × � + º¹� , º¹� :¤́���

ºº½�−  º¹¹�−  ,º����  ,º¾¿�  ,º¹½�  ,º¹�  
�º¹� ����À� ����� ���� ������� �� �¶����� ������ Á���� ��

 




−

−

l 

θ
θ +π�

  ������� �� �¶����� ������ Á���� �� , π��−¹  , π¿−¹  , π�¹¹  , π¾¹  , π¹ :�� ���
�π¹ ����À� ����� ����

:��� �� Â������ ���� �����

:��� 
 ����� � ���� � �
� ���
θ
� = �π �� + θ�
�

θ
�� = �π �� + θ�
��
� ���� θ
� ���     θ
� = �π � + θ�
�
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:θ ������ ����� �� � ��� ����� 
	 ������� �������� � ���� ������ ����

�

�

������ ������� �����  

�
�

����� ������� �����
��
 �	���

:������ 
 �� ������ ��� ��� ���� ����� ���� ����
π��

�  �  º��� �

 
�

 

�

º���− �  π��−
�  ��

 
�

 

�

��
 �	���
:��� ,������� ���� ���� �� ����

���������������������� = ���������������� = ¡º��� + º��£�¤ = º����¤
������������������������ = ���������������� = ���������������� = º���� ¤
���������������� = ���������������� = ¡����������������£�¥ = _π��−� i�¥
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:�����  �� ������ �����
 	������� ������ ����� ����� ������ �
����  ���� �
:∞jô©J

:��� θ ������ ������� ����� �� ���� ��
�	� �������� ������ �� �� ,�� ���� � 
  θ   � = θ�  �
  θ   � = θ��  �

  θ ���  � ≠ � , ��  = θ��  �
  θ ���  � ≠ � , �� = θ��  �
  θ ���  � ≠ � , �� = θ���  �
  θ ���  � ≠ � , �

� = θ���  �

��� ����
:���� ���� ����� ������ ���

��� − º���� + �� + º�¢��� + �� + º���� + � �
:£¤��

�� − º���� + �� + º�¢��� + �� + º���� + � �
� �� + � � − � �� + � � =  

� ��� =  
£¤¥ �¦ �
��

:���� ���� ������� §�¨������ ©� ª«� � ¬��  �

�π� + θ��� ¦
cθ − π�  −m�� ®
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Solving Trigonometric Equations  á«ã∏ãe ä’OÉ©e πM

������� ����� �� ��� θ− ������ ��� 
�	� ����� �� ��� θ ������ ���� ���
��θ−���� = θ��� �� �� �� �� �� �����

�������� ������ ���� ?θ− �� θ ����� ������ ���� �� ���� ����� ��� ,������ � �� ������ ��� ���� ��� ����

θ��� = � ��� :�������� ��
�   ��  π � + θ− = � 
	 π � + θ = �   ��  
������� 
	 �
�� ����� �� ��
���� ��� � �� �����  ���� ��
���� ���� ��� �	 ���

��� ��� 
:���������� �  ��� ��

� = �F − � ��� �  � = � ��� 	
:����

� = � ��� 	
����� ��� ���� ���	 ¡¢� £��� ���¤�  π� ��� = � ���  

� < � ���  
������ ����� �� 
	 �
�� ����� �� ��� �  

�� ��−

�−

�

�

 �   ��  π � + π� − = �  
	  π � + π� = �  
� = �F − � ��� �

�F  = � ���  
π� ��� = � ���  

� < � ���  
������ ����� �� 
	 �
�� ����� �� ��� �  

�   ��  π � + π� −  = �  
	  π � + π� = �  
��� �	 �
��

�� = � ��� F : �������� ��  �
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������� ����� �� ��� �θ − π� �
	���� ��� �	�� ����� �� ��� θ �
	���� ���� ���
��θ − π��� = θ�� �� � ��
� � ��

�   ��  π �� + �θ − π� = � 	�  π �� + θ = � : ���� θ�� = � �� ���� ��� ,�������	
θ�� = � �� �������� ��

�   ��  ,  π �� + �θ − π� = � �
 π �� + θ = � 	�  
������� �
 ���� ����� �� ������� ��  ���� ����	 �	�� ������� ��� �
 ���

��� ���
:���������� � ��� ��

	 �

�

�−

�−

º��
º���

 �F = � ��� �  �F�  = � �� 

:����

�F�  = � �� 

π
� �� = � ��  

� < ���  
������� ����� �
 ���� ����� �� ��  �  

�   �� π �� + mπ� − πm = � �
 π �� + π� = �  
   π �� + π��  = �  

�F = � ��� �
�F
�  = � ��  

��−

�−

	

�

π�  π� �� = � ��  
� < � ��  

������� ����� �
 ���� ����� �� ��  �  

�   ��  π �� + mπ� − πm = � �
 π �� + π� = �  
    π �� + π��  = �  

��  �
 ����
�� = � − � ��� :�������� ��  �
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������� ����� �� ��� �π + θ� �
	���� ��� �	�� ����� �� ��� θ �
	���� ���� ���
����� � �� ��� π + θ ,θ ���
	����

�π + θ��� = θ��

�   ��  ,π � + θ = �   ��   θ�� = � �� �������� �
�
��	�� �� ���� ����� �� ������� ��� �� � ������ ���� ������� � �� ���

��� ��	�
�  = � �� :�������� �

:���
 = � ��

�
π�π + π�  � < � �� 
���      π� �� = � ��

�
��	�� ����� �� ���� ����� �� ��� �  

�   �� π �� + mπ� + πm = � �� π �� + π� = �  
π �� + π��  = �  

�� �� ����
�� = � ��  :�������� �  �

��� ��	�
:���������� �� ��� �

c
π
� − �m��� = cπ� + ��m��� �

c
π
� + �m�� = �� �� �

:���
cπ� − �m��� = cπ� + ��m��� �

�   ��  π �� + cπ� − �m − = π� + ��  ��  π �� + π� − � = π� + ��  
π �� + π� − π� = ��  ��  π �� + π� − π� − = ��  
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π �� + π� = ��  ��  π �� + π� − = ��  
π � �� + π

�� = �  ��  π � + π� − = �  
cπ� + �m�� =  �� ��  �

�   ��  π �� + cπ� + �m − π =   ��   ��  π �� + π� + � =  ��  
π �� + π� − π =   � + ��   ��  π �� + π� = � − ��  

π �� + π��  =  ��    ��  π �� + π� = �  
π � �� + π� =  �   ��  π �� + π� = �  

�� 
� 	���
:���������� �� ��� �   

� �� = cπ + ��m�� �    cπ� + �m��� = cπ� − ��m��� �  

https://bit.ly/3jeEjP5


���

3-8(2) á«ã∏ãªdG ∫GhódG ø«H äÉbÓ©dG
Relations Between Trigonometric Functions (2)

º∏©àJ ±ƒ°S

•  �������� ��������
•  ������ ����
•   �
	�� ������ ����� 

������ �����
•  ��� ��� �� � 

�����
�� �������
��

 ������ �
�
�  ������� ���� �� �  ����
 �	��  �  �

��

�  �����
 � 
����
 ����  ,���  ����  �  
�� ���� + � ��� ,� ��� ,� �� : ��� ��	�� ��� ����	�  ��  

��� ���� + �� ��� ,�� ��� ,�� ��   
�  ������� ���� �� �  ��� ���
 �
 �� ,� ,� ������� ���  �

����� ���� �
 ����� � ����� ��  �
������ ���� ����� θ ,���� ����� �¡¢ £¤

���	�	¥� �������� ���������� ���¦� ,  ������� ���� �� �  ������ �����	� �§��
�����
:¨���

��

�θ

 ���
����� = θ���  , ���

����� = θ��

 ���
���  = 

���
�����
���

�����
 = θ��

���  = θ�ª

Basic Trigonometric Identities  á«°SÉ°SC’G á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG

 ≠ ������ ���  �
θ�ª = θ��ª , θ���

θ�� = θ��ª , θ��
θ��� = θ�ª��

�h
 �
θ�� = θ��� , �

θ��� = θ��
Pythagorian Identities  çQƒZÉã«a äÉ≤HÉ£àe

:  ������� ���� �� �  ¨������ ¨§«�� £¤��

�h θ

 ���  = θ�ª , �
�� � = θ��� , ��

�� � = θ��
���

���� �  + ����
���� �  = �

c
�

�� �m + �
c

��
�� �m = θ ���� + θ ���

���  
���  + ����

���� �  =  
 £¤ ������� ���� �� �  
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�������� �����  ���� �� = ��� � + ���� �  ��� ���� ��� �
 �
	���� ����
���

 ��
��� �� ��������
 ���  �  ��� ����
��� � ,��  ��� ������

��

�

 � = 
���� ��
���� �� = θ ���� + θ ��� :��� ���� ��� �� ���������

�������� ������ ��
	 � = θ ���� + θ ���

��� ���
�π� > θ > �  ,  ��� = θ��� ��  �� ,������ ��� ����� ����

�θ�� ����  �
�θ�� �����  �

:���
:�������� ������ �������  �

� = θ ���� + θ ���  
� = ������ + θ ���  

���� = ������ − � = θ ���  
�π� > θ > � �� ���� ����� −  θ��  ��  �����  θ��  

�����  �����
���    θ��

 θ��� = θ��  �

��	 �� ����
�θ�� ,θ��� ����� π� > θ > �  ,   �¡ = θ�� ��  �� ,������ ��� ����� ����  �

Relation Between tan θ, sec θ  θÉb ,θÉX ø«H ábÓ©dG

:��� ���� θ ���� ��� ������	� ������� ��
� ���� ���
� ≠ θ ��� �	¡   �

 θ ���� =  θ ���
 θ ���� +  θ ����

 θ ����
θ ��¢ = θ ��� + �

θ ��¢ = θ ��� + �  
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���

 ��� ����:á q«°VÉjQ áeƒ∏©e

� < θ �� ��� ���
 ����  θ��  ,θ��  


��	�� ������

 ,������� ���� ������ � �

θ�� ,θ�� �� �� � > θ�� ,�F� = θ�� ��� ���

:����
:�� � �����

�F� = θ��
�F� =  θ��

 θ��
���  θ�� �F� = θ�� 

� = θ ��� + θ ��� 
�������� �����  � = θ��� + ��θ�� �F�� 

θ�� �F� � θ�� �� � ���  � = θ ��� + θ ����  
� = θ ����  

�
�  = θ ��� 

 ��  − = θ��  � �� > θ�� �¡ �¢���� ���£�  ��  = θ�� 
c�

� −m × �F� = θ�� :�¥� �¦�� ��� ��
�F�−

�  = θ��  
:����§ �����

θ ��� + � = θ ��£
���F�� + � = θ ��£

� = θ ��£
�− = θ�£  � � = θ�£ 

�− =  �
 θ��  � � =  �

 θ�� 
 ��  − = θ��  � �� > θ�� �¡ �¢���� ���£ ¨© � ��  = θ�� 

�F�−
�  = θ�� ª� �F� × �−

�  = θ�� «¬�  �F� =  θ��
 θ�� 

��® �� � �¯

θ�� ,θ�� �� �� � > θ �� , �° = θ�� ��� ��� ,������� ���� ������ � �  �
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��� ����
,������� ���� ������ �
�	

�θ��� ,θ�� ��
�� � < θ�� , ���  = θ�� ��� ���
: ���

θ��� ���� �����	 ���� :��
� �����
 θ��
 θ��� = θ��

� < θ�� ,� < θ�� �� � <  θ��
 θ�� = θ��� 

θ ��� = θ ��� + �  
θ ��� = �

c��� m + �  
���
��  = ��� + ��

��  = ���
��  + � = θ ���

������  ��
�  − = θ ��    ��

�  = θ��
�

��  = �
θ�� = θ���

  θ��
 θ��� = θ��

θ��� × θ�� = θ��
�

��  = θ���  ,��
��  = θ��  c ��� m × ��

�  = θ��
��
�� �	��� �� ��� θ ��
���� ��� ���� = ��  ,�� = �  �¡¢  ��
���� £¤�� �� � ∆ £��� :�¡��¥ �����

¦��§��¡� ���¨�  ���� � + ��� � = ���� ��  
����� =  ����� + ����  = ������ + ����� = ��� �  

��� = �� �  

��

� ��

���

θ

  , ��
�� = ������ = θ��  
��� = ����� = θ���  

 �� �� �
�¢
,������� ���� ������ �
�	  �

�θ��� ,θ�� ��
�� � < θ��� , ��
©  = θ�� ��� ���
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Relation Between cot θ, csc θ  θÉàb ,θÉàX ø«H ábÓ©dG

 θ ����
 θ ���  + � = θ ���� + �

 θ ����
 θ ���  +  θ ���

 θ ��� = θ ���� + �

������� ������   θ ���� + θ ���
 θ ���  = θ ���� + �

� = θ ���� + θ ���   θ ���� = �
 θ ��� = θ ���� + �

θ���� = θ ���� + �    

�� 
�	�
�θ�� ,θ��� ����� � < θ��� , �� = θ�� ��� ��� , �����  ��� ������� ����

:����
�

 θ ��� = θ ���� + �
��
�  = �

 �
��

 = �
�
c �

� m
 = θ ���� + �

��
�  = � − ��

�  = θ ����
��F

�  − = θ���  ��  ��F
�  = θ���

 ���� ����� ������ ���� θ��� ,θ��  
��F

�  = θ��� �������� � < θ���  
������  �

��F = �
��F�

 = �
θ ��� = θ��

�� = θ ���� + θ ��� :�����	��  ������ �������� �  
�	��� �� �¡�¢ : £�¤�
�¥�� 
��� ������	��  ¢�£� ��������  ¢��¦�� §¨�� ©ª	� §�� ��

��« �� 
���
, �����  ��� ������� ����  �

�θ�� ����� � < θ��� ,¬® = θ��� ��� ���
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��� ����
���� = ����� × ��� + ���� :�����
 	������
 �� ����

:���

������ + ����� � �� = ����� × ��� + ����

� = � ���� + � ���    � × � �� =  
���� =  

��� �� ��� 
������ = ����� × ���� + ���� :	������
 �� ����  �

��� ����
  ��	��
 ��   �θ ��� = �� − θ����� + θ���

 θ ���  :�����
 	������
 �� ����
:���


�� − �  = �� − ��� + �  � − θ ���
 θ ���  = �� − θ����� + θ���

 θ ���
 θ ��� = θ ��� + �  θ ���

θ ���  =  
θ��
θ��� = θ ��  �

θ ��� × θ ���
θ ���� =  

 �
θ ���� =  

θ ��� =  
��� �� ��� 

�� = �θ ���� + θ ���� − �θ ���� + θ ���� :	������
 �� ����  �
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 »FGôKEG  ��� ����
� ≠ θ�� ���� �� ���  �π� ,��  θ 
	� ,θ��� = θ ����

θ��  :�������� ���
:� ��

θ��� = θ ����
θ��

θ���
θ��  = θ ����

θ��
� ≠ θ�� 

    θ��� = θ ���� 
� = θ��� − θ ����

� = �� − θ ����� θ���
������	� �������     � = �θ ��� −� θ���

� = θ��� �� � = θ���
������ � = θ�� �� � = θ���

π��  = θ �� π� = θ �� � = θ��� �� � ���� �π� ,�� ������ ��� θ �	�
� � �� ����

�π� ,��  � 
	� � = � ��� − � ��� � ��� :�������� ���  �
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� ���

 �������� ����� ��� ,��
�� 	���� �
���� ������ ���� �� �� 	����� ����� ����� ����� ��� ������� ����

?���� �� ����� ������ �� :�
�� �����
?���� ��� ���

������� ���� �� ,	����

��
 � ���

 ��
�



	

θ
 �������� � � ��� ����� � �  	����� ��
�

����� �� �����¡�¢ ��� �£¤ = � ¦§
θ − π¤ = ������� 	���©

� � = ©  �©  	ª���� �« ����¬ ®��
� 	���¯�� �°�  � �  ±��
��  �	²���
�� ����� �� ��³�� � ´�
�ª� �� µ����¶�

 ��
�  = �θ − π¤¢��§  

�� = θ��§  
θ��� ×  = 	
  
� ¦§ + ¦§ � = � �  �	
²���
�� ����� ¸�� µ����¶�

�� − ¦§� = ¦§ � ����  
� ¦§ + �� − ¦§� = � �  

� �� + θ��� ×  −  = � 	  
�£¤ + �θ��§ − �¢  = � �  

����� �� ����� ������ ����¹ ������� 	���©� ������� ��  �º» �« 	��ª� ®�� :���� �������
�����

 �¼ª�º� ��� 	���¯�� ½�² � ����¾ ¿ ������� ��  �º» �« ��� �À¬ ���� �� ����� ������ �§�¾ ,���¾ 	�¶�
�� �  
�ºÁÂ ������� �¾��� ��
�� �� ����� �ª��

 ����  ����
 ���� �ª�� �¼ª�º� ��� 	���¯�� �§�¾ ����� �� ��� �£¿ �¼����  ������ ����¾ Ã ����  �º» �« ����� ���� ���  

�� ���� ��£Ä ������ Å�� ���� ��� �À¬ ������� �¾��� ��
�� ��

πFÉ°ùªdG πëd ó°TôªdG
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áæeÉãdG IóMƒ∏d »ª«¶æJ §£îe
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������ �����

 ������
 ��
	
��� ������ ���

���

 ������
 ��
	
��� ������ ���

���

 ����
��� ��
	
���

 ���� 
 � ������

 ������ �������  ��� 
��
	
�

 ������
��
	
��� ������ ��

��
	
� �� ��

 ������
 ���  ��	��
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�
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����� ������
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 �����
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�������� ������ ��� ���� ���� �
�	� ��� ���� ���� �	�� �
����  �� ������� −
���������� �	����� ��� ������ ����� ��  ������ �����  � ����� ������  ������ ����� ���� �	�� −

 �������  ������ ����� ������  �� α ������ �������  
  ���� ���  �  �� ���� ,��� ������� ������� ������ �����  −
��º�� >  α > º�� �������� ���� �� �������

� ≠ ������   θ��
θ��  = θ�¢ ; θ��

θ�� = θ�¢ ; �
θ�� = θ�� ; �

θ�� = θ��  

¤ = θ�� ¥�� θ�� = �θ�� :§�¨�� ���� −
© = θ�� ¥�� θ�� = �θ�� :����� §�� ���� −

� ≠ © ; ¤© = θ�¢ ¥�� θ�¢ = �θ�� :�ª�� ���� −

� ≠ © ; �© = θ�� ¥�� θ�� = �θ�� :������ ���� −
� ≠ ¤ ; �¤ = θ�� ¥�� θ�� = �θ�� :����� ���� ���� −

� ≠ ¤ ; ©¤ = θ�¢ ¥�� θ�¢ = �θ�� :����� �¢ ���� −
��«��� �������� ������ ���� ���� �¬���  � −

��«��� ������ ���¬� ®�«��� θ�� ,θ��  ����� �¬���  � −
��«��� ������ ���¬� ®�«��� θ�¢ ,θ�¢ ¥����� �¬���  � −

��«��� ������ ���¬� ®�«��� θ�� ,θ�� �¬���� �¬���  � −

����¯� ������ �������� ������ ���°±  
 ������ ���� ����� ���°± −
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:�������� ������ ��� ������ ���
	�� −
θ��− = �θ−��� ;θ��� = �θ−���� ;θ��− = �θ−���  

θ��− = �θ − π��� ;θ���− = �θ − π���� ;θ�� = �θ − π���  
θ�� = �θ + π��� ; θ���− = �θ + π���� ;θ��− = �θ + π���  

θ�� = cθ − π�m��� ;θ��� = cθ − π�m��  

θ��− = cθ + π�m��� ;θ��� = cθ + π�m��  

���� ��   ��� θ��� = �π � + θ���� ;θ�� = �π � + θ���  
�������� ������� ���� � = θ ���� + θ ���  

� ≠ ������ ���  �
θ ���� = θ ��� + � = θ ���  

� ≠ ������ ���  �
θ ��� = θ ���� + � = θ ����  
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IóMƒdG
á©°SÉàdGá q«∏«∏ëàdG á°Sóæ¡dG

Analytic Geometry
máØ«Xh oQÉ«àNG :IóMƒdG ´hô°ûe

 �� ?�������� �������� �� ?����� 
��� ��	���� ��� ,��� ���� ��� �� ��� ?�� ��� ���� �� : ����� �����  �
 �� ������ ��� ������ �	������ ������ �� ?�	��� �	� � �	��	� �	� �������� ����� �	� ?�������� ���� ������

����� ��¡�¢� ���
 � £���¢� ���¤� ¥���� 
��� �������� ������ ��	������ ¦�§¤�� ������ ¨�� , ����� ��� ��� ����� £©�

������ ª���� ¥������ ��� ����¤��� ¨�� �«�����
���	���� ����� ª� ������ ��	���� � ����� ��	��� �¬� ®�� ��� £� £�¯ �� °¤± �²��³� :¨����  ´

�����¯ ��µ �����	�� ��� ¶��� :®·�����  ¸
:¹	�§��� £�¯ ��¡��  º

 ������� ��� ���� ���	� �� £���� ¬	� �»	�� ¦�§¤��� � ¼	��	� ½©	¾�� ���� ������� �	��	��� ������ 
� ��¢� ��	� ��� 
 ���� �	� ¿�±� ,����� À Á��� ��� Â����� ��� �
����� ��³��� ��� £������ ��	� 
��¢� ��³��� ��� �Ã Ã �	�

��	��	���� �	� £������ ¶�� 
��	��� �	¾����
 ,�	����� ����� Ä�� �ÃÃ ���� �� ��³� �����³�� ����� �¯� 
� ���� Å��� ������ 
� Ä�� ºÃÃ £��� ��� Â����� ���

 :��� ��² � ½��� ´ÆÃ �¼	��� ª���  ���¢� 
� ®��� Æ £©� ���� Ç ���� Á�� ���
��������� ������ È���¯� ��� �¯�  ���� 
� �³�� ��	� �»	�� ������ É���   �  

?������� ��³� ª� ªÊ����� �¾�� ���� ?ËÇ �����Ì �	��� �»¾�� ���� ���³�� ��� 
�   È  
?�������� ������ È���¯� ��� � ½��� ÍÆÃ  � ½����� �º 
����� �³�� ���� 
� ��Î�� ��� ���� ��   Ï�  

 ������ É��� ��������� É����� Ð	  ̄�� ����	��� ��	���� ��� ��	��Ñ�� �� ¬�Ò�� �¬��	� £�  ̄�¼��� ½©�� ��¯   �  
��������� È���¯� ��� 
����¢� ¬��� ��	� �»	��

 ���¡�¢� �� ����Ó� ���� Ô������� �	��	��� �©	¾���� ��� �	�	� ��	� �� ��� ������ £�  ̄ ½©��� � ½����� ª� :�������  Æ
IóMƒdG ¢ShQO


²��¯�� Õ������ ��§� �	���
��	����

 Ö¤�� �	�
�	������

 Ö¤�� ������
�	������

 �§�� �	� �����
�	����

Ô�«���� ������

�−Ø´−ØË Ì ¸−ØËÈÌ¸−Øº−ØÆ−Ø
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(áÑ°ùàµªdG á≤HÉ°ùdG ±QÉ©ªdG) ¿B’G âfCG øjCG
•  �������� ������� ��� ����� 
	� ��� �����
•  �������� ���  ����� ����� �����
•  ���������� ������� ������� ����� ���� ��� �����

?º∏©àJ ±ƒ°S GPÉe
•  ������ ��� ������ ���� ���
•  �������� ���� ��� ���� ���
•  �������� ����� ������� ��� ������� ���� ���
•   ������� ���� ����� ��� ������� ���� ���

������ ��� ������ ��
•  ������� �� ��� ¡��� ¢��� ���
•  �£��� ����� £�� ��� ���� ���� ������ �� ���� ¢��� ���
•  �����¤�� �¥� �������� ��� ��� ��¦��� ����� ���
•  �§������� �¨ ��©������ ��������� ����� ª�«� ���
•   ����� �������� �������� ���� ����� §��¬ ����� ���

������ �¨ ����
•  �������� ��� ��� ����� ����� ���
•  �®������ §�¯���� ����� ���
•  �®��¥��� §�¯���� ������ ����� §����� ����� ���
•  �°��� �� ���� §�¯���� ¤��� ���� ���
•  �§�¯��� ±���� ����� ª�«� ���
•  �²������ �� ����¯�� ��� ��¦��� ����� ���

á«°SÉ°SC’G äÉë∏£°üªdG
 ¦�� − ����¤�� �¥ − �������� ��� − ������� ��� − ������� ��� ��� ����� − ����� ��� ������ − ��������� ������ ���
 �� − §�¯���� ¤��� − §�¯���� ����� − §�¯����  − �������� ���� ����� − ������� �������� ¦�� − ���©���� ��������

�§�¯���� ±�� − §�¯���� ���

IóMƒdG
á©°SÉàdG

��́������� ����®��� ��«��
µ¢¶·¸¹ − ¶¸º·»

 �¼����  Descartes  ��«��  £����
 ����� ��� ��� ²��� �° ,������ ���������
 ,��������� ����®�� �� ¾¿�¨ � ��°� �������
 ��  À�́«���  �������  ¢ ���  �«���  Á��
 ����»  �������  �������  ������
 £������ ²���� ,µ������ ����� ������
 �������  ��  ���  ��  ��  �������  �«��
 ¢�������  �µÂ  ,±»  �������  ������
 ���� À¨ ��«�� Ã���� ,������� ¢ ���
 � Ä���� ,��́������ ����®�� ÅÂ��� �� ��¬
 �Æ����  ���������  ���������  ��
 Ç���� ��� ����� ����� °����� �����

 �µÂ ,±»���  ��¦���  �«�� ���È�

∂JÉeƒ∏©e ≈dEG ∞°VCG

��«�� £����
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������� ���� ����
 ���  �����  ������  ���  ��
 ���� 
	�� ������ ����

������ �� ��	
 ������  �������   
�	�  �

 ����� �� �������
,�  �� �	 ��� ����  �

��� �  
 ��� ����� ����  �

 ������� ���������
 ��� �� � ,  �� ���

���� �� �� ,��
?���� ����  �
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º∏©àJ ±ƒ°S

•   �� ���
	�� �����
������

•   �������� �����
 ���� ���� 

�	���
 

Distance Between Two Points  ø«à£≤f ø«H áaÉ°ùªdG

� ,�� � ,�� �
� ,�−� �

�− ,�−� ��

�−�−�−�−�− �−
�−
�−
�−
�−

� � � � �
�
�
�
�
�

 §���¨ �©����� �ª«�¬ ������ ��®�¯� �¨°��� �  ,������ ±�  ²«³��� ��
 �� �«��¯� ������ ������� ��  �«��¯� ������ ������� ´�«� ����� ��µ¨ 

���� ���� � = |� − �| = �  ���
 ·����� ��®�¯� �¨°��� �ª«�  � �� ��� ��µ¨  §���¨ ,����¸ ��¨�«���� 

 ������� ��  �� �«��¯� ·����� ������� ´�«� §��� ©���� �ª«�¬
 �� �«��¯� ·�����

���� ���� � = |�−� − �| =  � ��  ���

»KGóME’G iƒà°ùªdG
Coordinate Plane
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 ���� ������ ��� �����  �� , ��
 	 , �� ,��
  ������ ��
 ���
 ������� ���� �� � ��� � ������ ����� �� ���� ,���� ������ ��

 ��������� ����� �� ���� ��
�	 ,  �������� ��� ������� ����� ����� �� ����� ������

�������� �����   ���� 	
 + ���� 
  = ��	 

������   ���   − �
 + ����   − ��
 = ��	 


����
 ���	��� ����   ���   − �
 + ����   − ��
F  = 	 

:¿ƒfÉb

 ��� − �
 + ���� − ��
F   ����� �� ,��
 	 ,�� ,��
  ������ �� ��� �������

� ¤¥��� � ¤¦��� �§��� ��¥� ¨©� ������ ¨��� �ª« ¬®« ,������� ����« ����©�� ��¯� ��¦� ����� ������ ��� ������� ������� °������ ��¦�

�
�

� ± ²

³

´
µ ¶�−�−

�−
±−
²−
µ−
¶−
·−

  ��� ����
���− ,��� , ��− ,�� �  �	 ����� ����

 ���� − ��� + ���� − ���F = ����� :���
 ����−� − �−� + ��� − ��F =  

���� +���� F =  
��� ���� ���  ��F  =  

 ���� ���� ��� ���� ���� � ,�  �	 �����
��� �� ����

�����  � ��� ��¡� ��¢ £�	��¢ � ¤�¡ � �¥ , ¦−��   , �� ,�−�§  �	 ����� ����  �

��

��

��
��� ,���

��� ,���

�� −��

��
 − ��

��

�
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Midpoint  ∞°üàæªdG á£≤f

�−�−
�−

� �

�
�
�

� � � � � �

�
�

  ��  ����� ���� � ������� 
	 ������ � , 
�� �  , �  ��������� ������ ��� �  ������ ���� � ������ 

:¿ƒfÉb

� �� + ��
�   = � , �  + � 

�   =   ��� �� , �� 
� ������ ���� �������� ��	 ,��� ,� � � ,��� ,� �  ���� ���

�−�−

�� ,�−� ��

�� ,�� �
�−�−

�−

�
�
�

� � � � � �

�
�

  ��� ���
��� ,�� � ,�� ,�−� �� 
	� � �� �����  ���� ���� ��� � ���� �� 

  a � + �
�  , � + �−

� k = a �� + ��
�  , �� + ��

�  k    :���

a
�
� ,   ��k =  

�� �� , �� =  
�����  , �� �� � �� ����� ���� 

�−�−
��− ,�−� �

�� ,�� �

�−�−
�−

�
�
�

� � � � � �

�
�

 ��� �� ���
 � �  ����� ���� ���� ,��� � ���� ��  �

��� ,�� � ,��− ,�−� � 
	�
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�� ,�� �� ,��� �� ,���

��� ,������ ,������ ,��

  »FGôKEG          ��� ����   
 ���� ��
	���� � ���� ����� ����  �������  �� �����
 ����� ����� ������� ����� � ��� ���� �� ��� ����
�� ��
����
 ������ ����� �� ���� �� ��� ��
�� ������� ����� � ������

:���
�� ����� � ����� ����� �� ���� ���� ���
?��������� ����� ������ £¤�� ���� ��  �

?�
���� ���
�� ��   ¥
:�¦��

 ���§��� £ �̈�� �§�� ��� ���� �� �©� ������ ��©� ���ª� �������  �  
 ���� ,�� ;��� ,��� ;�� ,��� ;�� ,�� ¬®�¯� °±�� ��§��
��

����� £¤�� ���� �±� �§¤ �� ²���� �� ���§��� £¨��� �§��
  a � + ��

´  , � + ��
´ k  �§���� ��� ������� µ±� 

�©� ��
��� ��©� ������� ������� ��´� ,´�� �§���� ��� °�
¬®�¯� °±�� ��§��
�� ���§��� £¨��� �§�� ��� ���� ��

���� ,��� ;��� ,��� ;�� ,��� ;�� ,���
����� £¤�� ���� �±� ��§¤ �� ²���� �� ���§��� £¨��� �§��

�� ,�� �� ,��� �� ,���

��� ,������ ,������ ,��

 a � + ��
´  , �� + ��

´  k    �§���� ��� ������� �������
 ��´� ,��� �§���� ��� °�

��������� ��� ���
��  ¥

¶

¶¶−
¶−

´−

´−

´
�

´ �

������� ´ °���� ���¦
�� ��� ��¨ ��� ��

  ´�¶¸ − ´¸� + ´�¶¹ − ´¹�F :������� º�»���
  �� = ´���� F = ´�´� − ´�� + ´�´� − ���F =

���¨ ��� �� ���� ½�® ���
�� �� °�
 �¦� �� ���

 �¾�� £��� ¥��� ¶ ,¿�À ´ £¤�
�� � �®��
�� £��   �
 £¤�� �Á��Â�  ���
�� ��� �Ã�� ���
À � ,¿�À � ����
���� �¾�� �� ���
�� ���� �Á ,���� �¾�� £¤��� �®��
��

��®��
�� ��� 
��´ ,�+� ���� ��
À ´ ,¿�À � £¤�
�� :�Ä��
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  ���� ������
 ������ ��� ���� ������ ���
	 ����� ��� ������� ���� ���� ,� �� ����� ����� ����

������� ������ ��� ��� ����� �	 ������ ��� �� ������
�������� �	 ��� ��� ����

:����
 ���� ������ ������ ��� ����� ,������	 ����� ��� ������� ������ ������ ����� �� �����
 ��� ���� ������	 ����� ¡ ��� ����
�� ������ ��� ���� ���� �¢£ ������� ,������� �¤� ��¥	�

 �� �¦ ��� ��§�� ����� ¡ ��� � �� ���
��
  ̈: � ����� ����
�� ������ ����� ���� ª¤«

� ¨¬ = �¦ × � = ������ ������ ��� �����
� ¡� = �¦ × ¨ :������ ������ ����

º∏©àJ ±ƒ°S

•   ���� ���

 �	���� �� ������

������� �����
•   ���� ���


 ������ �� ������
������� �����

Internal Division   πNGódG øe º«°ù≤àdG -1
����
 ����

 �  ��� �	 ������ �	 ¨:� ����� °  ���� °������� ±¬ ,��² °  ,±� ,¡²  ³�§� �����	 ���� °  ���

 −
 −

�

�
 

  � � � � � � � �  �     �

�
�
�

�� ,�� 

�� , �� �

�� , �� �

�
:���

 ������ ���� ´�����¤� ����
:����

����� ���� �£ ±µ ,¶² ·� ���
��������� 

�¸ �� ������� ¹�� ° ¸  ³�¥��� ���
±� ,��² �£  ¸  ´�����¤� :��º� ª¤��

¸ ��� �	 ¨ :� ����� �������� � = ¸ °
, �»¦ = � × �

¡  ��£ ��¼���� «�� ����
,½����� ��� �»� = � × ¨

¡
�±�»¦ ,��² �£  ̧° ���� ���� �����
  ��� �	 ¨ :� ����� �������� ¡ = ¸ 
, � = ¡ × �

¡  ��£ ��¼���� «�� ����
½����� ��� ¨ = ¡ × ¨

¡
�±� ,¾² �£ ¸  ���� ���� �����

�±�»¦  ,  ¾²  ·� ���� ¿�¢��
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áª«≤à°ùe á©£b º«°ù≤J

Dividing Line Segment
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:áeÉY áØ°üHh

 ,��� ,���  ���� ������ ���
 	  ���� ���
:��� �� ,�� �� ����� � ���� ���� ���� � �  � :� �����  ��� � ������� ���� ��� ,��� 	

 �� � + �� �
� + �    = �

  �� � + �� �
� + �    = � 

:��� �� ������ � �����  �� ,�� �� ����� � ���� ���� ����
� = ��

�   = � × � + �� × �
� + �  = �

��¡ = ��
�   = � × � + ¢ × �

� + �  = �

	
�¢ ,���  �� ,��  

�     �  �����
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 � = � − �� + �� − �� + �� :���	� �	� ���  �� ������� ��� ��� ���� ���� ����

:����
� ��� � ���	�  � = � − �� + � − � + �

 ��	��� ����� ��� ����� ���	�� ���
�− = � ,� = � ,− = � 

b �
  − ,�l = b�−

�   ,  �−
 l = ��� ��
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���� ����  �
�  =   ����� �� ���� b �

�  − ,�l ������ �������
��� �� ����

� = �� − �� −  �� − ��� + � � :��������� ������� ������� ��� �� ���� ���� ����  �

�����
� = � + � � +   � + �� + �  :������� ������ ����� ��� ������ ����� ���� �����

 ������ ����� �������� ��� �¡����� ¢���� �� �£��� ������
��¤�� ¥� �� − �� + ��

������ ������ ���� ¦ �������� �§£  � > �� − �� + ��      �����  �
����� ���� �������� �§£   � = �� − �� + ��      �����  �
������ ���� �������� �§£   � < �� − �� + ��      �����  �

¨©ª ����
�� �«£ ?����� ������ ���� ®�� ��� ������ �� ��

� = �¯
�  − �¯ +  � − �� + �   �

 � = �� + �© −  � + �� + �   �
� = �¯ + �° +  � − �� + �   ±²

:����
� = �¯

�  − �¯ +  � − �� + �  :��������  �
� = �� ����� = �  ����� 

�¯−
�  = � ,¯ = � ,�− = �

� < �³ = �¯ + �¯ + ³ = a�¯−
� k �− �¯ + ³ = �� − �� + ��

������ ������ ���� ��������  � < �³ 
� = �� + �© −  � + �� + �  :��������  �

� = �� ����� = �  ����� 
�� = � ,©− = � ,� = �

� > �¯− = �� × � − �³ + �� = �� − �� + ��
������ ������ ���� ¦ �������� 
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	��	 

�� = � ,� = � ,�− = �
� = �� × � − �� + �� = �� − �� + ��

����� 
��� �������� 

��   ����

�� ��� ?����� �����	 
��� ��� ��	 �����	 
� 
�  �
� = �� + �� + �� − �� + ��  

� = � − �� − �� + �� + ��  �
� = � + �� − �� − �� + ��  �

Tangent to a Circleo  IôFGód ¢SÉªe ádOÉ©e

������� ���� ��� ������ ���
 	�� ����� ������ ��� ��� �� ��� �����  �
������� ���
 �����
 ����� ������ ,������� ��� �������
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�
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�

 ��� ���	
:�������	 ����� ���	 �����	 ���

��� ,��  ������ ���� ��� � = ��� − �� + ��� − ��
:
���

� ������� ��� ����� �� ,��  ������
��� ,��� ������� ���	 ��¡¢����

�
� − = � − �

� − � = �� − ��
�� − ��  = � 
¡	 

������� ���	 ��� £�¤�� � ������ ��¥ ¦§� 
�− = � 
¡	 × ������
¡	 

�− = � �
� −� × ������¨

� = ������¨

�
������ ��¥ ¦§�

������ ���������� ���


�
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:�� �� ,�� ������� ��� � 
	�� ����  � ������ ������
��� − �� � = �� − �

�� − �� � = � − �
� − �� = � − �

� − �� = � ������ ������ 

 � �� ����
��� ,��  ������ ��� �� = ��� − �� + ��� − �� �������� ����� ���� ������ ����  �

��� ����
 ���� �� ,� = �� − �� + �� − �� + �� :�������� ,� ������ ���� ������� ��� ����� ��− ,��  ������ �� ����

������� ¡�� ��� ������� ¡��� ������ ������

: ��
� = �� − �� + �� − �� + ��

��− = ¢ , � = £ ,�− = � ¤�� ������� ������� ������ �¥¦§��  ¨© �	� ��������
��− ,�� ������ ª� «¦�����

��− ��−�� + ���� − ���−� + ����
 � = �� − � − �� − �� + �� =

�������� ��� ����� ��− ,��  ������ 

 �� − �£ + ��F �
�  =  :����¬ ®§¯ �¦° ,��− ,�� � ������� ����

� =  ���F �
�  = 

�−
�  = ��−� − � −

� − �  = �� − ��
�� − ��  = � = � ������ ��¬ ®§¯  ��
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 	�� �� ����
�− = '� × � :������ ��  '� ���

�
�  = '� ��  �− = '� × �−

�  ��
��� − �� '� = �� − � :�������� ����
�� − �� �

�  = ��−� − �
 �� − � �

�  = �
�� − � �

�  = � ������ �����  

��� �� ���
 ��� �� ,� = �� − �� + �� + �� + �� :�������  ,  �����  ���� ¡�¢���� ��£ ����� �� ,��  ������ �� ¤¥��  ¦
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Intersection of Two Circles  …ƒà°ùªdG »a ø«JôFGO ø«H ábÓ©dG

�� , �� �� �������� (�   � , (�   � ����
	��	 ,����	 ��
������	 �������  ���� ,����
	� ��� �����	 ��	���

 ���� ���� ����
	��	 ���� ���� ����� ����
	��	 ����� ��� ����	 ������ ��
:�����	 �����	 �� ����� �� ��� ����
	��	

����� ����	 ����
	��	 ��� �����	 ������	 ���� �����   ��� �����	
 �� �¡¢£ �������	 ��� ����	

 ������	 ���� ���� ¤����
���¥��� ¦���	 �� ���£�


����
	��	

������ �� ��������
������� �  + �  >   > |�  − � |

 ����� �������	 ��� ����	 −
������	 ���� ���� ¤����

 ©����	 ����� ����
	��	 	���� −
�ª��	� ������	 «�¬ ��


����
	��	

�®����¯ �������� �  + �  =  

 ����� �������	 ��� ����	 −
�������	 ±�� ���� ��� ¦���	
 ©����	 ����� ����
	��	 	���� −

�ª��	� ������	 «�¬ ��
 ����
	��	

�®��¯	� �������� |�  − � | =  

 �� ���£ �������	 ��� ����	 −
 ���� ±�� ���� ¤����

�����
	��	 
 �������� ² ����
	��	

³����¬����� �  + �  <  

 �� �¡¢£ �������	 ��� ����	 −
 �������	 ���� ���� ��� ¦���	 

 �������� ² ����
	��	
³����¯	���� |�  − � | >  

:áeƒ∏©e
 ���� ���� �  , � ������� :��
 	����

�	���� ��
 � ������� ����  ��
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 ���� � � �� ��� ,� � �� ��
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πFÉ°ùªdG πëd ó°TôªdG
:������� ��� ���� ���

������ ������ ����� ��
 	�� ���� ���� �� ���� ���  �
��������� � ����� ����� ��� ��� 

 	�� ��� ���� ���� 	�� ������� ��� �
 ����� �� ���
�	���� ������ ���� �� ����� � ����� � ����� � ���� ��� � �����
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� ¡
�

�

��−
�−

�−
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¡−

¡−

£
 ������� 	�� �
 ���� ������� ������ ���

?������� �� ���� �
	 ���
:��¥���� � ���¦� §¨ ���

 , ������ ª�� ��� � ��«
  ��¬®�� , ������ ����  �   ����
 ��¬®�� ���� 	�� � ����� � ���� ��«
 £ ��¬®��

:����� 	�� �� ���
 ������� 	�� 	���� ������ ���� �� £� ������� ��

�¯�������� �° ������ 	�� ������� ���
��±������ ��� ������� ����� ²�¦��

:�������
�¯£ ° + �¯ �° = �¯£�°   ,  �� ���¬�� £ � µ�¶��� 	�� ·¸�¹�¶�� ���º� ²�¦��¥�

�� + �� = �¯£�°  
� = �¯£�°  

² �F =       £�  
�������
������  = ����� ����� ²�¦��¥�

�� �»» × �F
���������  = ² �F

�������� � = �����  
������ ¡¼  �����  

:�� �F ����� ���� ¯» ,»°� ������ ���� ������� ������
� = �½ + �¾  

��	��� �����
�¯¸������ ��¬�� ��� ���° ¿ = �¯� − ½° + �¯� − ¾° :��������� À
���� Á��®
 ,���� Â���� ¸��Ã Ä��

�À������� ���Å�� ���� ��� ��� ��� ���¥� ,�� �» ��º�®� ������ ����� Ä�Æ�� �®�� �Ç�
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��������� ������� ��� �
	�� ������� ������ ����� ������� ���� ��� � ,  ����� ��� ������� −
�  ���� − ��� + ���� − ���F = �  :��� ,���� ,��� ,���  ����� ��� ������� ������� −

�� �  ����� ��� ��� ��� ,���� ,��� ,���  ���� ������� ���� �  ��� �� −
�a�� + ��

�  , �� + ��
� k ��  

:��� ������� ��� �� ,�� �� , � :� �����  �¡� �� ¢£���� �� �  ����� −

� �� � + �� �
� + �  = � , �� � + �� �

� + �  = �  

:��� ������� ��� �� ,�� �� , � :� �����  �¡� �� ¥��¦�� �� �  ����� −

� �
� � − �� �

� − �  = � , �� � − �� �
� − �  = �  

� �§¨
�� 
�©���
���ª� 
�©���  = �������� «¦�� ¢�� −

:��� ,���� ,��� ,���  ��� �  ¢�� −
��� ≠ �� :�¨ ¬
® �� − ��

�� − ��  = �  
�θ�¯ = � :������� ����� °����� ±�²�³� ´� �������� �¡���µ ���� θ �µ��¶�� ¢¯ ����µ � �������� ¢�� −

�·¸����� ¹ �� ¢�� ����µ �  ¢�� ���  ¹ ��ºº �  ��� �� −
�·¸����� �− ����µ ��¡���� �
» ¼�� ��� �µ������ ¹ �� ,  �  ��� �� −

� � + � � = � ��¹���� ���� �� ½������ ¾¶²��� ��� ¢���� �������� �������� «¦�� ��¹��� −
:�� ¿ = �� + � � + �  À��¹���� �Á� �������� ��� ��� ,��� � ������ �� ÁÂ���� ¹����� Á�Ã −

� |�� + �� � + �� |
�� + � F

 = Ä  

��  = ���� − �� + ��¹ − �� :  ��
�� �� Á�Ã� ��� ,¹� � ��¶�
� ���� Å
����� ��¹��� −
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����� �   ,�   ,� ��� � = � +  � + � � + � + �� :	������ ������� ������ 	����� −

� < �� − �� + �� ���               �� −�� + ��F �
�  =  , `

�
�  − , �

�  
−j 	������  �� �� ����

������� ������� ������ ��������� ������� ��� ������ ������ −
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IóMƒdG
IöTÉ©dG∫ÉªàM’Gh AÉ°üME’G

Statistic and Probability

máØ«Xh oQÉ«àNG :IóMƒdG ´hô°ûe

 ������� �� ���� ����� ���
 �	 ?���� ����� �	 ?���� ����� �	 ?������� �����  ������ ���
 �� :������ �����  �
?� �����

?���� ��
 �� ���� ,����� �� � ��� ���
 ���� ����	
�����	 �� ��� ����	 ���
 �� ��¡ ¢	 � £�¤� ���� ¥����� ���� �� ¦��� ��§ �� ������ ¨©

 ¥����ª «�¬� ®¯����� °�� Excel ±��²�� ³������� ����´�� ��¯§�� ��µ¬ �²��¯� «¶¯� ����� ¨© :·����  ¸
 ¥���� ��§  ��� ¦��� ��§ � °�© ���� ���� ¹� ,������ ���� ����º� ·���� ¨¯�� ·¯� ��¯�º� ��� © ��� ��

���¡	 �� �	 «���	 ��
������ ��» − ®¯��� :³��¯���  ½

:�������  ¾
:������ ����º� �� ����¿� °�� ®�À�� «�¡

Á��� �� ����� − �
�� − ��º� ��Â ?���À�� ��� �´�� ¢��� ¦���� ��  	  
Á��� ,¥���² ,³��ÃÂ ?�¯��	 �� ���À�� ���´� ¢��� ¦���� ��  ®  

Á��� ,¥��� ,®���	 ,���Â ?���À�� ���´� ¢��� «ª¯��� �Ä ¦���� ��  Å�  
Á���� ,�Æ���¡ ,�Æ�¯��	Â ?���À�� Ç�§ � ¢��� ¦���� ��     

 ����´��� �§��� ��¶�� ������ � ����� ������ ���
 ¥�¯À§ ��� �´�� ����
 ����� °�� ®�À�� � È�� :�������  É
�� Æ����¶ ��Ê ¨�� �Ê© ��
����� ������� ����º� � ��
 °�� ����¡ ���§ Ë��

IóMƒdG ¢ShQO

¥�²���� ���
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����� �����
 ����� �� �� ���� ��
 	����� ��
 ��  ��������  � ����  ����  �����  ��  ��
  �
� ������� ������ ,���� ���� ��
��������  � �� �� ����� ������ �������

 ���� ������� ��� ������ ������� ����
 �� �� ���� ������ �� �� �−¡¢ :¡  �
 �� ¤� �¥
 ����� ��� ¡ ¦�����  � §���
 ¨�©� ª��� ��� �«�  ��� ����� ����

???���� ���� ¦®��
 � ������  ����  ����  ¯����°��  ±��  ��
  � �� ���� ������ ����� ¦������
 �¥���� �� � ���²� ��� ¦����� ³�  ��� ¡

¡¢�¦���´���

∂JÉeƒ∏©e ≈dEG ∞°VCG

 (áÑ°ùàµªdG á≤HÉ°ùdG ±QÉ©ªdG) ¿B’G âfCG øjCG
•   ��²�� − ���µ�� ����� ��²�� − ��°� ����� ��²��¶ �������� ·� ¸���� 

�¹��º����� ����� ��²�� − »������ ����� ��²�� − ¦��©��� »������ �����
•   ¼��� − ������� − ¼����� − ������� ¼������¶ �������� ½�� ¸���� 

�¹	���µ�� 	����
•  �¦������� ��©¾�� ¸������
•   ¹§�������¶ �������� � ���� §������ ���� ���� ���� �� ���� 	�¿ ¸��¿ 

�¹À�������¶ Á�� ��Â §������ ���� ���� �����
•  �������� ���� ¸����
•  ��������� ��©�Ã ���©��� ¸������

?º∏©àJ ±ƒ°S GPÉe
•  ���Ä�������� ¤�������� � ����Ä ¦�Å����� ¦Å��� Æ����� ����
•  ��������� ����� �� Æ������� ³� ¤������
•   ¦����� ����²��� �������� �� ¦����� ���µ� ��©�� ������µ� ����� 

���������  ��Ç����� �« 	���°��
•  ��������� �������� ����¥ �¥
  � �������� ¸�¾� ¦����
•  �¦�º�°�Ã� �������� �����
•  ����� ���� ¤������� �º��� ��
•   ���������� À�������  ����� ¤������� �º��� ��
•  �»��¾��� �������

á«°SÉ°SC’G äÉë∏£°üªdG
¸�¾���  −  ¦�����  ���µ�  ��©�  −  ¦�Å�����  ¦Å���  Æ�����  −  ��������  �����

 ���� ���� −  ������ − �������� ������� −  ��Ç����� �« 	���°�� − ������µ� −
�»��¾��� ������� − ¦������� ����µ� − À������� − �������� −
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IöTÉ©dG
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 �� ���� ,���� ����� ����
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Measure of Central Tendency  ájõcôªdG áYõædG ¢ù«jÉ≤e
 µ� ¶��� � ��� � ��� ���� ������� ����� ·�¸� �«¹��� º©�¬ ��� ���¬� ���»¼ ���� ����� � �¥½ ���� ´� ¾��³� ¿�

?µ��¼ À��Á Â¡�� Ã³ ��¸� ��� � º©���� �����

äÉfÉ«ÑdG π«∏ëJ
Data Analysis
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Mean  »HÉ°ùëdG §°SƒàªdG:IÉ«ëdÉH §HôdG

,{5 ,4 ,4 ,3 ,3 ,3 ,2 ,2 ,1} = x ����� ����� �� ����� ��
�	
{xn; freqn}� ��� ��� ��������� ��� ������ FREQ ������ ����� ��

� ������ ������ �������� ������ ����� ,{5 ;1 4 ; 2 ,3 ; 3 ,2 ; 2 ,1 ; 1} =

SHIFT MODE �SETUP� �STAT� �ON�4 1

MODE �1 −VAR��STAT�3 1

SHIFTAC �Var� �x��STAT� 3 21 =

SHIFTAC �Var� �  x��STAT� 3 21 =

1 =  2 =  3 =  4 =  5 =   

1 =  2 =  3 =  4 =  2 =

1 154700538 :������ �������� ������ � � ����� :������

3
4
5

3
4
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3
2
1

STAT
x

FREQ
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3

1.154700538
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�� + +�� + �� +��
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 = 
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:IÉ«ëdÉH §HôdG
 �Casio Classpad 300� �¡�¢� �£� ¤�¥¦¡�

:���¦�� �������� ��
��� §�¡� ��¨©
 � ,� ,� ,� , ,� ,� ,� ,� ,� ,� ,� ,� ,� ,�

�������ª¦�� �«�¬ �� 
Statistics

 ����

 �� ���� ®¯
�� � °±�� �� �� ��²� ;list 1 ¤�¥¦¡�
�list 1

 ´µ¶� � �·¸� ¹
¡ �º	� ,���� µ���� � � �»��
�� = ¼½ ¾� ¿�À�� �� �ÁÂ��

��«���� � Ã�¦�� ®¯
�� Ä� ���¦��� EXE  Å�¦Á��
  Æ� §Ç¯�  �«����  �«� � ���¦�� �������� ��¬ È¦��

�list 1 � ���»�� �¦� É¦�� �������� ��� ¿�À�� �·¸����»�� �� �ÊË EXE
������Ì� ÉÁÍ
�� ´�Î�©� Æ� �
�Ê��

�ÉÁÍ
�� ´�Î�©� Æ� �
Î�Ì� �«�
��� §�° � Calc  Æ� ����
One−Variable  Æ� ���� �º� ���� ÐÇ¦� ®� ���Ê¦� ���

É¦��  �«���� ���¦»� Ñ� Ò�¦� Set Calculation  Óº��� �Ô�
�ÌÎ�� ��� �������� Æ� Õ
¦Ö 

OK §Ç¯�
 �×�ÁÍ� Ó��
¦�� ��´�Î�©� ®�Ø

 :¿�À�� Æ� �·¸�ÐÇ¦�� �º�
the mean   Ù�Â¢� §¡
¦�� �É�Ê� ,• • ,Ä��� �����

��Ú� �Û��� � Ä�� �Ü��� Õ�
 73 �������� Ý
�Þ Õ�  ∑X =73:É�Ê� ������  �����

�� �������� �
�Þ ��¬ ��� �� É�Ê�  n=15
 ��
���� §�¡
�� �� �� ��¨© �Á¡�� Ä� ß�¦�

�  Õ��Â� §�¡
�� É�Ê� Med = 5
� Õ��Â� ��
��� É�Ê� Mode = 5
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� ��� = 	u = �������
	�� ��  F� ���  = u :������ �������

��� �� ����
������������� ������ ����� ¡��¢ ��� ����£ �������� ¤������ ¥���� ��¦§� ©̈��  �

�����−��−��−��− 	 �

�����������		 �

 �����£� ª«¬ u ������ �������� � ����� ����� ¦��� 
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 �� ����� ��� ����
	� ����� ���� ��� � = u �� �	��� �� ��� �����  ���� � ���
	�� ��� ���
?�	����� ��� ��� ��� �� ,��� �� ����� �������

:�
��
��� − ��� 

 =  = �u :������� �¡¢	

 ���
�  = ���� :£¤�������

¥� = ���
¦�  = �

§¥� �� �	����� ��� ��� ���
�
¨ �� ���©

 ������� �� ����� ��� ����
	� ����� ������ ,� = u �� �	��� �� ��� ������� ������� ���
	��  �
§�ª� �� «���
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 4-10ó©dG ¥ôW
Methods of Counting

º∏©àJ ±ƒ°S

•   ��������  �����  �� 
���� ����

•   ��������  �����  �� 
���
��� 	� �������� ����
�

 ������	 ���� ����
����� ���� ������� ��� ���� ��
� �	���� 	�� � ��� ��� ���� ���� ���� ����

������ �� �� ���
?���� �� ����� ��  �

                ����� �� ������ ���� ����� �� ����  �
?����� ������� ��� ��  ��

?�� ����� ������� ������� ���� ���� ���� � ��� ��� ���� ��¡¢ £���� �� � ���� ������� ��  �

�� �¡�¤� ���� ��¥� ¦�§ ¨� ©¡��� �ª� « ¬����® ������ ,��� ��� ¬��� ��¥�
��°��±� �®�¡� ��� ��� ��²���®� ,³¤��´� µ¶� �¥� « �� ���� ��·�

��¸��¹ �� ���º� ����� �» ��� ���� ¦�¤�� �� ���¼ ½��� ��� ���¾ �¥¤�� 	���´� �� �¤��·�� ����´� �� ������
Counting Principle  ó©dG CGóÑe

 �ª� ���·�� ¿���� ��·� ¬�®� ������ ���� ¬�® ���� ����´� ����� À��§ �� ���� ����� Á�� ��� �� ���
�����¤��

ºFGƒ≤dG ≥jôW øY ó©dG  � ����
?���� ��� �� ����� �	� �� � ,�� ,� ,� :�	��� �� �� ����
�� ���� ���� �	��� ����� �
���� ��� ��

:����
: ������ ���� ��
��� ���� ���� ���������� ����� ��¡�

�� � �� � �� �� �� �� �� � ��� � �  ¢£	� ��
�� � �� � �� �� �� �� �� � ��� � �  ¢£	� ��
� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��  ¢£	� ���
� � ��� � �� � ��� � �� �� �� �� �  ¢£	� ��

¤� ¢¥�� ¦§ ����¡ ���� ¤������¨ ¦§ = ª × § ��
�
��� �� �	��

?¬�® �� ¥���� ���� £̄� °�± ���� ��� �� ����� �	� �� ¬��
�® �	�� �� ����
�� ���� ���� �
���� ��� ��  
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� 	� ���� �������� ������ 	�� ,���� �� � ���  �������� ��� 	�� ���

á«fÉ«ÑdG Iôé°ûdG  ��� ����
 ���� 
	 ����	 ������ �� ,������� ������ �	 ���� � 
� 	�� ����� ���	 ����� ,������ ���� �	 ���� �

?����� �� ������ ����� ���� ��� � ������ ������� �������� ¡	 ¢� £���¤ ����� �¥�¥ 
�
:�§��

£¨© ,ª ,� :������ ������ 
� �¥���� ���� � � �«��
 ������ ¬	 ®¯�� �� £�������°� �� ± «²�³ ��´��� µ¶ �������� ������

 �� ���· � � ,����� �¸��¤ ��̧���³ ��¹ ��´��� µ¶ ���� 
� º��»�� ��������
£���¤ �����³ �� ��¯� ����� ¼�½� ¾��

£¿ = � × Â :�� Ã�»

�§³ �� ����
£�Ä��� �� ��¯��� ,��� �� ¼�� �� Å�©¡ ,��´� �� �Æ�� :
� ���Ç� ��� ��©� ¢	�Æ�� �� �È¯   �

£������ ���©��� ¡	 ��Æ	° �������� ������ �����
 ���� ��� ���  ����� ���� ����� �������� ����� ���� ���  ��� �� ������ ��¡¢�� £¤¥ ¦��§¨©� ª�«�

��������� ��¡¢�� ¬� ����� ��¨®��� �¯ �¨�� °±�� �²��³ ¦�§¨
�
Counting Principle       ó©dG CGóÑe
: ��µ 	 ����� ����¨¨� ��¶�� ��� �� 	��¨� u ����� ��¶�� ����� 	�� ���

:���� ���µ 	u … , u , u , u
,�²��³ � ·� ¸�¹ 	� ���� u
,�²��³ � ·� ¸�¹ 	� ���� u

,�²��³ 	� ·� ¸�¹ 	� ���� u
:�� º »��®�� �¼ ¸�½ 	� ���� �¨�� ¾�¤�� ��� 	��

� � × … × � × �
 ¸µ�� ��� ��� ���¹ �¨� ,������� ��¡��µ � u  , … , u , u ����À� ��Á� 	� �� ���� ���� �Â�
� �� Ã�¨�� 	�

���Ä
À� �� ����À� ¾�¤�� ��� ¬� ��«Á¶� ����Å� ��� °Æ Ç�È ��µ ,���� ��

���ª

ª

ª

¨©

¨©

¨©

�
�

ª �
¨© �
� ª

� ¨©
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�
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ó©dG CGóÑe ΩGóîà°SG  ��� ����
 ���� ���� ������ �
	 �� ������ ���� ������ ��
 �� ����� �� ���� �
�� �
�� � �������� ���� �
��

�������� ���� �� �� � ������ �� ����� �� �� ����� 
�� � ��� ���� ?����	 ����
:¢���

����� ���  :u  
���� ���� ���  :£u  
¤���� ���� ���  :¥u  
���� ����� ���  :�u  

  :�¦�
� �§�¨�
��������:£u¥u�u©uªu

����	 ¢� ����«� ¬�®�� �
	:¥¯¥°£±²¯

����� ��� ¬�³ �
	=¥¯×¥°×£±×²×¯

�¶��³ ª©© �¥± =

��¦�
�� ·§¨ � ��� ª©© �¥± ¸	 ���� ����

¢�� �� ����
?���� ���¹� ��� ��� �º� ����	 ���� ���� ���� ������ �
	 ¨ �� ,��� ����� ���®�� �
¼�«� �

ó©dG CGóÑe ΩGóîà°SG  �©� ����
 �� � ����� ��� �
	 ���� ?¬����� �§½ �¦���� ¾¿��¦�� �
	 ¨ �� ���� � £±± ¬��« � �¶���� ����� 
��

�����¦�� À� Á� ��¦� Â�� ¢Ã� �¶����� �Ä Å��	 ��¶����
:¢���

�¬����� Æ�Ç� È��� �¿�
��� ��¿�� :u
� Å��� ¬����� ��¦� �§�� É����� :£u

�¬����� Æ�Ç� � ¤���� ������ �§�� É����� :¥u
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:����� �����
��������:�uu�u�u
u	u�u�u

����� �� ������ �����  ��:��	
���
u ���� �����  ��=� ×  × � × � × 
 × 	 × � × �

�� �� = !� = 
������� ��� ����� � ���� �� �� ����

��� �� ����
��� ��� �� ���� � ��� ��� ������ ��¡�� ¢£ ���¤��� ¥¦ §�¨ �¤���� ©�ª�� «¬¤�� ���� ¢£ �®�� � ¯��°�  �

?������ ��¤� ������� ²³�����  �� �� ��  

Permutations  πjOÉÑàdG
 !� �� ��°´� «� � �� ���  �� � ������ ��� �����µ ���� ����� �
	 ��� �� ������� ���� ����� ��� ,������� ���� � 

 ��³¶� ����¬�µ ��� ��� ������ ������ �� ������ ���� ���� � �� ������ ���� � ��� ��� �  ���� �	 �� �� ·�¸��
������� � ����� ��� ��� ��� � ��¡�¢�£ � ������ ��

πjOÉÑàdG OóY OÉéjEG  �
� ��¹�
 ,»�³¼ ½³�� ,»�³¼ :½ª��� ��µ¼  ́¾��°� ��µ¼� ¼���¦� ������ ¿��¼�� ¢£ ���À����� ����� «� � ��Á� �� �� Â��£�

�½ª����� Ã�¤� ¼���¦�� �¤µ «��� �Ä��Å Æ�   Ç�� �����È�� «��� ,���� «���
:����

�Ä��Å �� :»�³��� ¼���¦�
�Ä��Å �� :»�³��� ½³�� ¼���¦�

�Ä��Å É :���� «��� ¼���¦�
�Ä��Å � :����È�� «��� ¼���¦�

�

 �	� = � × É × �� × �� :�� ��µ¼´� ½ª����� ¾��°´� ¼���¦� �¤µ «��� ¢��� �����  ��

��� �� ����
 �����È�� ������ ,���� ������ ,� ���³¼ ¼���¦� ������ ����´� »�¬� ����Ê� � ��Á� � ���� ������� �����¬�� Ë��  ̈¢£   


�½ª����� Ã�¤� ¼���¦�� �¤µ «��� �Ä��Å Æ�   Ç��

:ôcòJ

�� � ·��Á�
  � ×  × � × … × �� − �� × � :�� !�

� ×  × � × � × 
 = !
 : �®¹�£
� = ��ª ·��Á� ��ÄÍ�  � = !�
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Law of Permutations  πjOÉÑàdG ¿ƒfÉb
:�� ��� �� � � ���� ����� ������� ���
	� �� � ������ ���

� ≥ � , +  � � , �          ,�� + � − ��     � − �� �� − ��� = ��

� = ��� � ��
� � = � �����
   �� + � − �� ×     × � − �� × �� − �� × � = �� :���

 � × � × � × ��� × � − ��
� × � × � × ��� × � − ��

 × �� + � − �� ×     × � − �� × �� − ��� =   
   !�

!�� − ��  =   
¿ƒfÉb

� = �� ,� ≥ � , +  � � , ��� !�
!�� − ��  = ��

  �	� ����
������ ���� ������ ���� �� ���� � � �� �� �� ����  ��

��  ��   ���  �   �	  �
:����

:���� �������  �
 !	

!�  = !	
!�� − 	�  = �	

�	� = � × � × � × 	 = � × � × � × � × � × 	
� × �

 =  
:������� �������  

��� = � × � × � × � = �	

��� = � × �� × �� = !� × � × �� × ��
!�

 = !��
!�� −��� = ���  �

�� − ���� − ��� = !� � − �� × �� − �� × �� − �� × �
!�� − ��

 = !�
!�� − �� = ��  ��

:IóYÉ°ùe
 ������ �	�� ������� ����

 ,������	� ��� ����
  nPr  ¡� ¢£¤�

 

���� 

� ¥¦ §��¨

����§ �
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������ ���� ������ ��
 �	�� �� ���� ���  �

������ ����
  
��  ��  �   �  ��  �

  ��� ����
?���� �� ����� �� ��� � ���� ��
���� �	�
�� �� ����� ���� ��� �� ����� �� ���	 ¡��� ¢£���� ¤� ��

:����
�¦��§ ¨���� � � ©ª�� «¬ �� ���� � �� �	¤����� ¤� ¤�®¯ ��°�±� � ���²±�

:IóYÉ°ùe
 �
��� � ³�� ����� ´����

 �� µ��¶ ���� ����ª �¢£����
�´��� ����

  «· × «� × «� × «� × «¬ = !«¬
!«» = !«¬

!�� − «¬�  = ��«¬

   �½» � =  
 �	�
�� �� ����� ���� ��� �� �§��� ����    �½» � ��	

���
����
��� �� ����

?³�� �� ����� �� ��� � ���� ����� ��
 �¾��� ��¿��� ����� �� ����� · �� ����� �� ���	 ¡��� ¤���� ¤� �� �

Combinations  ≥«aGƒàdG
 � �� ����� ����� �� ������� ���� 
�	�� ,��� � �� ���� �� ������ ������ �������� � � ���  ��� �� ��

�À�ª����� ���� ���� ´��Á�� Â� ¤£��Ã� ��¤ � �  �� ���

  �¬� ����
?Ä��Å� ��
�� �� ����Æ �� ���	��� ���	 ¡���� ,Ä��Å� �ÈÉÈ �� �§��±� ������ ¤� ��

:����
:Ê����� ���� � � ���±� � �¤���±� ���� ��Ë�� ¤��Ì
 ³� ³È ¤ , �� ,� ,� ��
��� Ä��Å�� Í³ Î�

������ �ÈÉÈ ����ÏÃ �©��Ð �©����� «· = »�· Ñ��Ò �� Ó�Ã�

�� ���� Ô�Õ

6 shift  nPr  4 =  360
6! ÷ ( 6 - 4 )!  360
6 × 5 × 4 × 3  360
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�� � �� � �� �� �� �� �� � ��� � �
� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��
� � ��� � �� � ��� � �� �� �� �� �

�������� � ����  = !
 �	�� �� ,� ,� ����� ���� �� ����� ��� � �� �� ���
�� � �� �� ��� � �� �� �� � ��� � ��

 ������� !
 �� ����� ����� ������� 
�� �� ���� ������ ����� ���� ��� ���� ����� ����� ����� �����¡�� ¢�£ ¤�¥�
��� ¤�� � �¦��§

� = !�
!
!¨ = !�

!
 !©
 − �«  = 
!�

!©
 − �«
!
  = 
��

!

 = ������ ���

¤¬� �� ����
?����� � ¯°� �� ����� �� �	�±��� ���± ²���� ³´�� �� ����µ� ������ ��� �� ¶

:���� ������ ���� �� � �
 	���
 	���� �� �
 �������� �� � �
 ��
 �� �  ���� ������� ��� ,	
�� 	����
!

!  !(  - )
 = 

�

!
 = ������� ���

≥«aGƒàdG ¿ƒfÉb :∞jô©J
:��� ,� ≤ � ��� �����
 ������ ����� � ,� ��� ���

:�� ������ �
 � �� �
 �������� ������ �
 � �
 ��
 �� 	����� ������� ���
!

!  !(  - )
 = k k 

:�����

� = k k � ����� ¡ = � �
�� ¢�£

� = k k  ¢¤£

:á¶MÓe
 �� ¥���¦� §� ¨
��� ©���ª�

«������� ���
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 ������ �� �� � ���
 	�� ��� �
�� ��� ���

 �� ���
�� ���
  �� 	������ ���� ��� ��
 ���
� �
��� ���  ��� �� �� ���� 	��

? ������� �� � ���� ��� ��
:���

 	������ ���� ���  �� k��� k ��� �� �¡
 ���� ¢ �� 	����

������ �� �� £�¤�¥�¦� ���
 �
���

nCr shift= 125792  	���®� 	¯� °������ ���  ±�� = ² × � × �´ × �� × ��
� × � × µ × ¶ × ¢

 = !��
!�¢ − ���!¢ = k��

� k 

������ �� �� �� £�¤�¥�¦� £�� ���� ¢ �� ��� �
�� �� ,� ����º � �»
�� ±�� ��

��� �� ���¼

  ��� �� �� ����� �� �� ���
�� ���
  �� 	������ ���� ��� �� ������ �´ �� � ���
 °�½ ��� �
�� ��� ���   �
����� �� � ���� ��� �� ���
� ?�
��� ���

 ��� �� ����� ��� �� �� ��
�	� ���� �� ������ ������
 �� �� � �� ��� �� ����� ��� ����
��� ������ ����� ����

 ���� ������ ���� ���� ���� ������ ��� � ¡����� �¢ �£� ��¤
 ���� �� ���
�	� ���� ¥��¦�
� ��� ���§¨ ���� �� ��©� ª� �

 «¬� ��
�	� ���� ��� ¡����� � �¢ � ®�§ ������ ������
�����¯�� °��� � 

����

  ��´� ����
�� ��¾�� ¢� �� �� ��¾�� �´ ¤�¥�¦� �¡ ,	¥��¥�� ¿������À ��¾��� ÁÂ� ¤�¥�¦� ��� ��

?���
�� ���
  �� 	������ ÁÂ��� ��� ��
:���

��´�¢� ��¡Ã �¥����� ����� 	Ä�� Å�� � ��� ,Æ�Ç� ÈÉ 	�ÂÀ� ¤�¥�¦� Ê��Ë� �¥�Ì� ��
	���®� 	¯� °������ ���      �� ±±± ±�� ²±´ = !¢�

!¶� × !�´  = �´�¢�

�� ±±± ±�� ²±´ � 	����� 	������ ÁÂ��� ���

�±²¦�� ¥�³��� ��� ´�µ
¶���� ���� ����·�� ´�µ

��³�� ��¸¹ ¥�³��� ��� ´ºµ
��³�� »�¢ ¥�³��� ��� ´¼µ

½
��� ��� ´�µ

´�µ
´�µ

´ºµ´¼µ
´�µ

= 51101Î2777711870�1010 0 nCr

 	¥��� ¿�ÇÐ� °�����
:	���®� 	¯� 	Ç��� �¥���� ��¡Ã

nCr= �¤
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��� �� ����
 �� ���� �� ��� ��
�� 	����� ����� ����� ����  ������ ����� ���� ,������ ���� ����� ������ �����    ��

?������ ��� ������  ���� ��� ������ ������� ��� �
 ,������ �� �� ����� ��� �¡¢ ���� £������

  ¤��¥ ��¦�
£���� �� § ¨©��� ��� ª���� � �«¬
�� �� ������ ®̄ �� ��¦�� ��� �°  �� � ®�� ±� �² �� §

£��©«�� ³��´ § � ��µ� ¶� ¯¢ �� · ¯�� ,¸¬�� ª��´ ,¸¬�� ��¬¹�   �
£�¬���º ��»� ����� ��� �¶ ¼� ³�½ ¸¬� �� ����¢ ���� � ��¬¹�   �

£� ��¾«� ¶� �¿ �
©º § ������ ¶¶ ���«� ®̄ �� ����À Á�¾� �Â�  Ã»
£�Ä��� �
©º § ��«¬�¾�� ��¢��� ��¬¢ �� �� �´��� ��©¾Å �¬ÄÆ �� ��¬¢� Ç ��¬¹�  �

:����
�É Ê�� = É�¶�   £������  ��¬¹�� § Á�� ª¬�Ì��  �

ÍÎ¶ = �¨�¶  £Ï¬
���  ��¬¹�� § Á�� Ðº ª¬�Ì��  �
¶Ç�� × ¶Ò�Ê�¶  ¶¶�¶�    £������  Á�� ª¬�Ì��  Ã»

ÉÉ� = Ç¨��    £Ï¬
���  Á�� Ðº ª¬�Ì��  �

��� �� ����

£� �«¬
�� �� ������ ®̄ �� ��¦�� ��� �°  �� � ®�� ,±� �� §   ��
£�Ó©«�� ��� �«¢��� § ����Ô��� Õ�¾�� �Ä�� �� ��� É ��¬¹�  �

£�Ó©«�� ��� �«¢��� § ���¦�� ¯���Ô�� ���©�  �
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5-10

º∏©àJ ±ƒ°S

•  ������� �����
•  ������ �����
•  ������� ������

 
	����� ���� ����
 ���� ������ ��� �� � �� � ,
	����� ������ ��� �� 
��	�  � ������� ���� �����

�� �� ������ �����  � ����� �����
?����� �� ������ ������ �¡�� ¢£��� � ��¤  �   �

?¡������ ¡�¥¦  � ���§�� ¨����� ��� ��  �  
?© ����� ¡�¥��� ª��« ���� �� ¬®��� �� ,¡������ ¯° ��®¥¦ ��	� ±²³ ´�  �

?©  � �µ¶� ¡�¥��� ª��« ���� �� ¬®��� �� ��������� ��®¥¦ ��	� ·�²³  �

 ��¸¹� ����« �� ��� �¤ ����  ���� ���� º��� »���� ����� ¨����� ����« ������ ¢£�� ´�¼ ,��¸��½� ���¾ �¤ ¿
������ À�Á�  �

:��  Ã�Ä� ¬®��� �Å� ����� ¦��Æ�� �¶�� �Ç ���È��� ¨���� É�Ê ·��¤ �Ë�

  Ã�²�� ¨���� ���
����� À�Á� »� ¨����� ���  = �  �����

( ) 

( ) 
 = � �¬ :�� ��

����Í� ���� �� ���� �� Î¤ �� �Ï� Î¤ Ð¦��� ¬®��£� ±���

��� ���
������ �� ��� ������ �����  ���� ��  ������� ��������� ������ ��� ���� ����  ��� ¡

? ���£� ¤¥����� ��� ��� ¦ ���� ���� §�¨� ?¤¥�� �¨ ©�ª�� «¬�   �
¦�®���  ���� ���� ���  �

?�¯ ����� �°���± ����� ��°²� :  ���� ���� ��  ´�
:����

¦+   µ , · ¦  ̧≥ µ ≥ � ,  ̧≥ · ≥ � ¹� �µ ,·� §¥�� º�» �� ¤¥�� �¨ ©�ª��  �
,�¸ ,�� , … ,�� ,�� ,�� ,��} = �
,�¸ ,�� , … ,�� ,�� ,�� ,��  

 
{�¸ ,¸� , … ,�� ,¸� ,�� ,¸�  

•hô°ûªdG ∫ÉªàM’G
Conditional Probability
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������ ������ ���� �� ������ �
	 ��� �� ���� �� = � × � �	 ������ ��� ,����  �� ������
������� ����� ����� �������  �

�

� � � � � �

�
�
�
�
�

���� ����

����� ����

 

�{�� ,�� ,�� ,�� ,�� ,��} :���� ���� ��  ���� ¡�¢�£  ¤¥
�

�� = �
�� = ( ) 

( ) 
 = � � �

�¦ §  ���¨
?ª« ¬���£ ®����¯ �£��� ���°± :ª�± ���� �®�¨� ��     :��� ���²� ³   �

?ª�� ¬���£ ®����¯ �£��� ���°± :ª¤¥± ���� �®�¨� ��  �  
?ª�´µ� � ����� �¶�¨  �£��� ���°± :ª�± ���� �®�¨� ��   ¤¥  

 ���� ��� ¬���£ �  �� �·�  �®¸�� §�¹£ �� ��¨ ³ ������ ��� ��� ,������ ���� �� ��¸º¥ ����¯ �	 ��¨ ¬  ���
�»� ,¼½ ¾¿��� ÀÁ Â���£ ��� �	 , �� ��¨ Ã�Ä� �®�¨� ��� ���� ������� ����

Ée çó◊ ∫ÉªàM’G ¢UGƒN

 :��� ��� ��� 
	�� � ���� ���� � ���  ����
� ≥   � ≥� �

� ���¦��� � ���¨  Å��£� ¼ = � �� � �ÆÁ { } =  §�� �ÆÁ �
�� ���Ç� � ���¨  Å��£� � = � �� � �ÆÁ È =  §�� �ÆÁ �

�� ¬���£ ������ ���� ³ ������ É�Ê ËÌ®�¨� Ã��¯ �

:Ió«Øe áeƒ∏©e
 ¬��¨ Â�� ���� ³ ,������ ����

 Í��� �	 �£º£®��� Î����� ���
 ��� ��¨ Â�� ���� ³ ������ ����

�Î������� Î��
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��� ����
� ��� �� ������� ���
	� ����� ��  �
�� ,���� �� ���	�  �� ������ � �	� ������� ��� ���� ��� ���� �

?  �
�� ���� ����� ��
:���

�� �� ������ ������ �
� �� ��	�
�¡¢ �� ���� £ �� ������ �¤� ��� �¥ � � �� �
� ¦¥� �� ���

§ = §
��  = � �� � �©ª �«¬ ��  �
�� � ������ �
� �¤� ®����

��¯��°� �
� �� �
�� �±��

��� �� ����
 ���� ²� ��¡��� ³ �
�� ��¥ ,���� �� ���	�  �� ������ � �	� ������� ��� ���� ��� ���� �  �

?³ �
�� ���� ����� �� ,��� �� �´¬�

�����£� ��µ¶ ·¯����� �� ����¸�� ¹
º�°� »£��� �� ¼��� �

��� ����
��½̄ ¾��¿� � �	� �¸�	� �� À�	Á� ±Â� Ã�� 
��� ���£�¥�¿�� ÄÁ� Å ���¯� �	Á� �� ²� ���Æ Ç��� �¸�� Ã�� ÇÈÉ�

?��£�¥�¿�� À�	Á� ���Ê �� ����� ��
:���

�Ë¯�È� ����� ��� �	Á� �� À� �� Ç��� ��	Á� ��¯�Â� :������
�� ���� �� = �� × ��

 � × �  = ����

!�  = k��
� k = �Î� � ������ ����� �
� 

 Ë¯�È� ����� ��� ,��£�¥�¿�� À�	Á� ��¯�Â� :  �
��
������ � = � × Å

 � × �  = kÅ� k = � � � =  �
�� ����� �
� 
� �

��  = �
��  = � � �

�Î� �  = � �� 

��� �� ����

?��£�¥�¿�� ��°¯ �½̄ ¾��¿� Ç��� ��	Á� ��¯�Â� ����� �� ,��� ����� �  �

:á¶MÓe

 ���� ��� ��� �¥±� � �©ª
������  �� ��	� �±��
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Venn Diagram  ø" §£îe

��������� ������ ������ 
	� ��� ������� �����	�� ������� ���� 

(»FGôKEG ∫Éãe)  ø" §£îe ��� ����
��������� %�� ,���
	�� ��
���� ����� �� %�� ���� �������� ��� �� � �� ��

��������� � ���� ����� ���
	�� ��
���� ����� ����� ���
?�������� ��� ����� ����� ����� ������ ������ ��  �

?�������� ���� �� ����� �� ,��� �� ��� ��� �� ������
¡ ¢��� ���£�  �
:¥¦��

 ������� ¥������ ¥£�§ ����¨ ���� �� ��� ¥©� ���ª�� «��� ¥�� ������� ���¬� ����¡¨ ®���ª�� ¢�¯���
��������� ����� ����� �����¨ ���
	�� ��
���� ����� ����� ����� ¥���� ����£� ��

:��� �© ������ ¢���� °����� ��� ¥£�§ � ±̈  �
%�² = %�� × µ¶� :�������� ·��¸�¨ ���
	�� ��
���� ·��¸� ����� ��� ���¯ �«�¹º�� ��£� �¸� ����¸�

%�² = %��² − ��� :���¯ «������ ����¸�
%¼� = %��² − ��� :���¯ «�½�¾�� ����¸�

�����
%¼�%�²%�²

%¿¿

���
© ��
��   %¿¿ = %À�¼� + �² + �²� − ¿µµÂ :���¯ «������ ����¸�
��Ã ��Ä Å«���� ������ �¡ ���ÆÇ� �È� ���	�

%¼� = �������� ��� ����� ����� ����� ������ ������  �
µ¶¼É ¨� %¼É = %¿¿ + %�² = �������� ¢����� ���� �� �����  �

•  µ¶¼É = µ¶�� − ¿ :�£Ê ¥�
¥¦¯ �� �¨��

�Ë����  � ���© ���� ��� ��� �� %¿É ����¨ ,����ª��  �Ë����  �ª���� ¢�© �Ì�ª��  ����  ��� �� %É� ����  �
����Ë���� ����© ����� �� %¿� ����¨ ,��¾��	�Ç�

 ,¥���� ��� ��� �� ������
¡ ¢��� ���£�  
?��� ��¾��	�Ç� �Ë���� ����© �¨���� �� ��	� �� ����� ��  �

?� �ª� ���Ë���� ����© �¨���� � �� ¢����� ��� ��	� �� ����� ��  �
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 :É¡J’ÉªàMGh çGóMC’G ≈∏Y äÉ«∏ª©dG

��   �� ���� ����� � �� �
 	 � ,  	 ������� ������� �� �����  �� ���� �� � ,  ���� �����
��   �� ���� ����� � ��  	 ������� ������� �� �����  �� ���� �� � ,  ���� ����

�  = �     � ���  � 	 ����� � ��� �Incompatible� �������� �� � ,  ������
�  	 ������� ��� ������ ¡�¢� 	 ������� ������� £� �� �����  �� �complement�   ��  ���� ¤¥��

:ÚKóM OÉ–’ ∫ÉªàM’G IóYÉb
��  �¦ − ���¦ + � �¦ = ��  �¦

��  �¦ − ���¦ + � �¦ = ��  �¦ �©���
: çó◊G ºªàŸ ∫ÉªàM’G IóYÉb

� �¦ − � = �  �¦
:Ú«aÉæàe ÚKó◊ ∫ÉªàM’G IóYÉb

����¦ + � �¦ = ��  �¦ �ª� « ������ ¡�¢� �� ������� ���� � ,  ��� ���

  ��� ����
:���� � ����� ���
 	
 ����� � ,  ��� ��

:�� ��� ���� ,��  = ��  �� ,��  = ���� ,��� = � ��
 � ��  �  ��  ��  �

:���
��  �� − ���� + � �� = ��  ��   �

���� = ��  − ��  + ��� =  
 � �� − � = � ��   �

��� = ��� − � =  
��� �� ����

 :�� ��� ���� ��� = ��  � � ,��� = ���� ,��� = � �� ���� ,����� ���
 	
 ����� � ,  ��� ��   �
 ��  ��   �

 ����   �  
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  ��� ����
:���� � ����� ���
 	
 ����� � ,  ��� ��

���  �� ,���� ���� ,��� = ��  �� ,��  = ��  �� ,�� = � ��
:���

� �� − � = � �� 
��� = �� − � = � �� − � = � ��
��  �� − ���� + � �� = ��  ��

 ��� − ���� + ��� = ��   
��� + ��� − ��  = ����

��� =  
 ���� − � = ����

��� = ��� − � =  
��� = ��� − � = ��  �� − � = ��  ��

��� �� ����
 �� = ��  � � ,��� = ���� ,��� = � �� ���� ,����� ���
 	
 ����� � ,  ��� ��   �

���  �� ����  

  ��� ����
:��������� ���� 	
 ������� ������ � ������ 	���� ��¡¢�� ���£� ��¤�

¥�£�                ��¦����§¨�©�ª��£«
¬�¤®����
¯©°�±�

²§¡�−	�³�±���
ª��£«����±��

� ´������ 	
 �µ��¶ � �·�� ±�� ��¸ �� �¹�º��¶ »�� §���¼ ½�
:������ ¾��¿ �� ¾�� �� �À�� ����  �

Á¬�¤® »���Â :Ã�       Á¨�©� »���Â :�      Á¯©° »���Â :

https://bit.ly/3jeEjP5


���

��  �� ����  �
������ �������� ���� �
	� , ������ ����� ���� ��� � :���� � ���   �   �

����� �
	� ��� ,����� �� ����� ���� ��� � :�� ���� � , � ����� � �����
� ����  �  
���  �� �
	�  �

:�� �

: ����� ��
�� ���� � ���� �� ����� � �¡��� �� ¢�£� �¤�¥���¦ ��� � ����§�   ¨
©ª¨� = ��

�¬© = ���� , ©ª® = �®©
�¬©  = ���� , ©ª¯� = �¬�

�¬©  = � ��
©ª�® = ©ª¯� − ¨ = � �� − ¨ = �  ��  �

 � �±�� ¨� ²��  �  � = � ���� ����� �
�� ,�  � ���� �³�	� �
��   �    �
©ª©� = ¨�

�¬© = ��  ��� = ���� :´�� ���
������� ���	 �
�  � , � �µ ¶�	 ,�  � ���� �³�	� �
��  �

��  ��� − ���� + ���� = ��  ��� = ����
©ª®® = ©ª©� − ©ª¨� + ©ª®© =  

©ª®� = ©ª¨� + ©ª¯� = ���� + � �� = ��  �� :� �̧ µ �������� ����	 �¹ � ,    �

��¡ �� ���	

�©ª¬ = ���� ,©ª� = � �� ¶�	 �������� � ,  ����	 ����  º ���¦ »�¼� ¢�  ¯
���  �� �
	�  �
���  �� �
	�  �
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Independent Events  á∏≤à°ùªdG çGóMC’G
 ���� � , ����� ����� ��
	 ��� 	�� ��
	 �� ���� � ����� ��
	 ��� 	�� ��
	 ��  �� ������ ������ ����

 ��
	 �� ���� � ��	�� ������ � ���� ����� ���� ��� ������ ����� �����	 �¡�� ��¢��� ���� £�� �¤� ��¥��¦�
������� ������� §�¨�	 ,����© �ª� «���� �� ���¡ � ������� ¬� �� �� ,���¢���� ������ � ���� ����� ����

:������� ������� ���¯�°�� � ��� ����� ��
	 ±²��� ³�´� �¤¤��� �¢�� ������ ���� ��³�µ�� ¶�²���� ·��¢ �¤  ��
Multiplication principle of Independent Events  á∏≤à°ùªdG çGóMCÓd Üô°†dG IóYÉb

:�¸ � ��� ����� ��
	 ±²��� ��� ������ ����� ¹ ,  ��  ��
¹�± ×  �± = ¹  �±

��� »����� ���� ³���� ¬� ¼����� ���� ½�¤� £¥��¦� ³�� ¾  �� ,¿ �� À�¡ ��¥��¦� ³���� Á��¢� ��¤��� �Â°��� ¶��� ·���

  ��� ����
�����
	� ���	� �	� ����� � �	� � �� ���� � ����� ����� ������	� �����	� �	�� �������� ���� �� ��� �
�� ���

?� �	 � ����� ����	� ���	� � �� ��� ������ ¡�¢ �£� ¤¥	� ��¦� ���	� � �� �� ��
��� �
�
:���

 ¨¢���� ¨���� �� ¤� ©��	� ª«�¬	� ® ��¯� ° ��¦� ª«�¬	� �±� ,���� � ����¦� �� ³�
:�´�

{� ,µ ,¶ ,· ,�} = �   ¹������ � �� ª«�¬	� ���	�º :�
{� ,µ ,�} = �   ¹� �	 � ����� � �� ª«�¬	� ���	�º :�

:»¼	� ���� ½���« ��
� ¾	¥	 ,¨¢���� ¨���� �¦�
�¿ÀÁ = �

À�  × Á
À�  = ���� × ���� = ��  ���

�¿ÀÁ  Â � Ã����� �� ����	� ���	�� ������ ��¦� ���	� � �� �� ��
��� :�	��	���
��« �� ����

¤ ¢Ä	� ¡� 	� ������ Ã��� Å�� Æ �� �Ä�� ��� �¬ ���� � ���Ç« ��  �
?�È ,É ,È� ª«�¬	� � �� �� ��
��� ��  

•   Æ��� �	�Æ ��Ê� �Â ¹intº 
����Ë

•   Æ��¦�  ª�¬�  �Â  ¹randº 
À ,��Ë ��� ���� �Ä	�

•   ��Ä«  int  �10 * rand� 
� ,��Ë ��� � �Æ���

rand = �¿�ÀÏ :����
10 * rand = �¿ÀÏ

int �10 * rand� = �
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Dependent Event  ™HÉàdG çóëdG
����� ���� ����� ���� �
�	� � ����� ���� ����

á«fÉ«ÑdG Iôé°ûdG  ��� ����

 ������� ����  ���
  	���� ���
 �� 	��� ���
 � �����
 �����  ��� ������ �� ���
 ����
?������ ���
 �� ����� ����� ��

:����
,� ���� 	��� ��
 ���� :  ����� ����

� ����¡�� 	��� ��
 ���� :¢   
 �
£ = � ��

� ¥
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Conditional Probability  •hô°ûªdG ∫ÉªàM’G

�{� ,� ,� ,� ,� ,�} = � ������ ��
 	�
 �� ������ ����� ������ ����� ���  � ��� ���� ����� �

�
� = �� = � �	

���	
 = � �� 	���� {� ,� ,�} =  	�
 �� �� ����  �� �����  ����� ����

{� ,� ,�} = � 	���
 �����  �� ������ ���� �����
�
� = �� = ���	

���	
 = ����

 ����� �� �� �¡¢ £��¤� �  ���� ¥�¦� §¨� � ���� ¥�¦� ����� �� �
 ,©¦� �¦  ���� 	� ��¤�� �ª� :	¬� �®¯��
?� �� ±�� 	��� 	� §¨� ����  �� ²� ��³��

:��� � �� ���� ����  �� £�� ��³���� {� ,� ,�} =  �� ������ ������ ��
 ´�µ £¶�·� §¨�� 	� ¸��

{� ,�} =   �
�
� �� � �� ���� 	��� 	� §�¹� ����  �� £�� ��³��� ��¤��� ��������

 ����� ��¤��� ��� º�� � |��� »��º�� ��¼�¹��� §��¹¤�� ��¤��½�� £¤¯�  ����� ¥�¦� §�¹� � ����� ¥�¦� ��¤���
:������� ������� ¾��¿�À�� � |���  ���� ��¤�� �  §�¹� �

•höûŸG ∫ÉªàM’G IóYÉb

:���  ���� ����� � ���� � ���� ���� ��
 �	�
� ≠ � � � Á��     (�  )�

( )�   =  � |���
� |��� × ( )  = �� ��   ���
�
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�u �������� � � ������� ����  �
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:���

�Ã¨£���� ���µ ��¾� ������Ä :Å���  � ,Ã��� ���� ¨£����Ä :Å��� Ç ¥Â��

�� ¨È����� − ����� − ���
����−�±��±
�·��−�²��±
����−���²±
·���−·��±
����−���±
²������±
±�����²±

��������±
���������±
�·���·±��±

����� = Ç�È���

https://bit.ly/3jeEjP5


���

������� ������ ����� �
	� ��
� :k’hCG

��� ���� ����� �� %�
����� ���   %� 

��� ���� ����� �� %� ����� � ���
������   ��� ���� ����� �� %� 

���� ���   ���� ����� �� %��� ����� � ���
������ � �����   ���� ���   ���� ����� �� %�� 

(   )

( )
 = �  |��� :É k«fÉK

������ � �� ���� ����� � ��� ,�������� �
	��� �� 
����� ������ �� ,����� ���� ���� � �¡¢£
���  ��� + ���  ��� = ����� 

����¥� = ����� × ��� + ��� × ���� =  
��¦�� = ����¥� − ¨ = ����� 

�����¥ = ���� × ���� = � �� ���

�����¥¨  �����¥
��¦��

 =  
(   )

( )
 = �  |���

����
�© �����¥¨ ª«�¬ �®�¯� ������ ���� ° ±�² �³�´ ��� ������ � µ�¶ µ² �³���

������ �����
 ��· ���  ́¨  ̧¹�  ́º�¶�� »¼��� �
�½� ���
������ ¾¨� ¹�  ́���� �· ª���© �¼�¬�� µ���¿��� ����  ́�À���� �Á�	� ��Â  �

:��
�¾¨¨ ,¾� ,�¸ ,¾¨� ,¾�� ,¥¨� ,¾�¦ ,¾�� ,�� ,�¨ ,¾�¾ ,¾¨¨ ,¾�� ,¾�¸ ,¾¨� ,�¦  

� 
��������� ������� ÄÅÆ ������� ���¬��� Ç������ ��«²  �  
?»���¬© �É�� �ª������� Ê�
�� � ��«²  �  

����

�

�
¹��

¹��

¹��   ��� ����

��� ���� Ë�� 

¹��   

����
����

���

���

���

�����

https://bit.ly/3jeEjP5


���

������

 �����
����������������

 ��
��	�
�������

 �
�
���� �����	�

��
����

�����	�

 ������
�����	��

 �������
 �����

  �����
�����

�������
 ���

����
 ������
�������  �
����

��������
��������

�����������	�������

��������

 ����
����

�����

 �����	�
��
����

  �����
�����

 ��
��	�
�������

 ��
� �������
�����

�������� ����� �����
��������� �����

 �����
 ��������

������ ���

�������������

Iô°TÉ©dG IóMƒ∏d »ª«¶æJ §£îe

https://bit.ly/3jeEjP5


���

¢üî∏e
:�������� �������� ��� ��
	��� ��
��� ��� ������ −

�  �� + ���� + �  �� + �  ��
�� + ��� + �� + ��  =    :����� ��� ��� �� �������� ��� ���� ���� ���� �� ����� ������ *

��������� �� � ������� ����� ��� ����� ��� ������ � ��� ¡��� ������ �� ������ *
��������� � � ¢£��¤� �¥	¦� §�����¨ ������ �� ©����� *

������ ������ ��ª� �«¬�� 
	�® ������ ��«¯ �� °£��¤��� ±������ ²�� �������� � *
:��¯���� ����� ������ ��«¯ �� °£��¤��� ±������ ²�� �������� � *

³ × �´
�´ + �´    + �������� �«¬µ� ¶��¦� ��� = ©�����

,�������� �«¬�� ©�  ̧= ³      �¹ ²��
 , �������� �«¬µ� º»��® ������� �«¬�� £��¤� = �´   

�������� �«¬µ� º»��® ���¼�� �«¬�� £��¤� = �´  
�½¾�µ	 �� ©����� ±�¿��� ¶�À�® �� ������ ±�¿��� ¶�À��� �������� ������ ��ª¹ Á¤�� *

���¯���� ����� �������� ©����� ��ª¹ Á¤�� *
�°£��¤��� Â£��� �������� ©����� ��ª¹ Á¤�� *

��������� Ã�Ä� ���£�� °£����� ³��À�Å�� Á������� Æ���� ������£¦� ������ −
��������� Á® Æ�Ç��� ������ − �������� Á® ¶�È��� ������ = Æ��� *

� £ 
®���� ³���� ������ Á® �Ç� ������µ� ¶��¦� ����� ���� = ¶��¦� ¡���£¦� *
� £ 
®���� ³���� ������ Á® É	� ������µ� ��¦� ����� ���� = ��¦� ¡���£¦� *

� £ 
®���� ������µ� ������ ³��� *
�¶�È��� ������ , £ , £ , £ ,Æ�Ç��� ������ :�� �������� � ���Ê� ����¦� Ë�� *

��������� ��� Ã�Ä�� �¾��� ½�¯ ��¼���� Ì�Ê� ����� ±���� ��¬�	 Í�Î£���� °Ï Ð������ �ÑÒ ÓÎ�� *
�(  - )

  
  

 = 

 
 = 

 = u :º������ Ô��� Á® �Õ���� �������� Á® ������ �� Á������ *

:º������� ¶Ñ��� �������� ��Ö ����� ������ Á� �������� Ã�Ä� ×Í�� °£����� ³��À�Å� *

F�(  - )  
 = 

 
 = 

= u

 �¢���� Ã�Ä��� ��¤� °£����� ³��À�Å� �Ç �Ï¹� ����� ������ Á� � ¢����� � ¢Ø�	 Ã�Ä��� ��¤� °£����� ³��À�Å� É	 �Ï¹
������ ������ Á®
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� �� ����� ������� − � �� ���� ������� = ������� ��
� *
	���� ���� ����� � ����� �  ��� �������� ������ ��� ,���� �� � ���� ��������� ��� ��� ��� :�������� ������ −

	�� ����� !� �� ¡��¢�� � £����� ��� ���� ,£����¤��� ���� ����¤��� ¥��� ¦��§�� ���� ����� :�������� −
 � ����� ¡��¢  � ��̈�
� £����¤�� ��� ��� ,� ≥ � ©�ª� «���¬ �® ��ª�ª� ����� � ,� ��� ��� :�������� ���� −

 !
!(  - )

 = ¯� :�� ¡��¢�� � � «� � ���±²
��
 ���̈�� ����³ � �����¤±� ��� �¤��� ,´�� � � ���� £� ��̈�
�� ��µ¶·� ������
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�	����� −
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�	����� ���� −

	 !
!(  - )!

 = »� :�� ¼��� ½¾��� � ¿����� � � «� � ���¤À
�� ¡��¢��
 Á�ª�� �� Â������ ���

������ ¡�Ã� �� Â������ ��� = � �¯ :��  Á�Ä� ¯�¤º� −

:�� Á�Ä ¯�¤ºÅ� Æ��± −
:��� Ç È̄ �± �®� ¼¤�� ���� ¡�Ã� � Á�º  ���

É ≥ � �  ̄≥ � −
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� Á�Ä� ����  ,� = � �¯ ��� { } =  ��� ��� −

	��Ê
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	É Ë���� ������ ¡�Ã� � Â������ �Å�¤º� Ì��³ −

	�   Í� ¼��� ¶���� � ��� �Î � � ��  � ���Ï�
� Â������ � Ð�²¤� ËÑ�� Á�Ä� �� � ,  «Ò�º ÓÔ�Õ� −
	�   Í� ¼��� ¶���� � � �   � ���Ï�
� Â������ � Ð�²¤� ËÑ�� Á�Ä� �� � ,  «Ò�º ��Ö� −

.  = �   Ë  ×§�� Â��� �Ø�� �� Ù ��� ������¤� �Ú � ,  ��Ò�Ä� −
	  � ���Ï�� �®� ������ ¡�Ã� � ���Ï�
� Â������ £� � Ð�²¤� ËÑ�� Á�Ä� ���  Í� ¼��� ¶���  Á�º ��¤� −

	�±Û� Á��º ¯�¤º� �� �Ò²� ¼� Ü�� �Ú�º  Á��º ��� ��� �ÝÕ¤�� ��Ò�º ���� :�ÞÕ¤�
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